PSI Un corrigé de Revisions04

1 Extrait de CCINP PC 2023

Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel £ de dimension finie n € N*. On rappelle que pour

tout entier p € N*, on note :

=g, fl=f fi=fof ff=fo--0of.
——

p fois

On dit que 'endomorphisme f est cyclique sil existe un vecteur v € E tel que la famille (v, f(v), ...

soit une base de I’espace vectoriel E.

Partie III - Etude d’un troisiéme exemple

Dans cette partie, on fixe un entier n € N\{0, 1} et on considere I'application A définie sur R,,[X]

par :

VP e R,[X], A(P)=P(X +1)— P(X)
Par exemple, on a A (X?) = (X +1)? — X?=2X +1

Q1. Soit P € R,[X], A(P) est un polynome par différence de deux polynomes avec

deg(A(P)) <
deg(A(P)) < n et A(P) € R,[X].

On montre que A(AP + Q) = AA(P) + A(Q) pour (A, P,Q) € R x R,[X] x R,[X].
A est donc est un endomorphisme de R, [X].

Q2. Soit k € [0, n].

A (XH) = (X +1)F <i<’f) ) X+

=0

k-1
On a donc A(1) =0 et Vk € [1,n] A(X*) = (];) X
i=0

Q3. D’apres ce qui précede, Vk € [1,n] deg(A(X*)) =k — 1.

Soit P € R,[X] un polynéme non constant, alors il existe p € [1,n] et des réels ay, ...

p—1

p
avec a, # 0 tels que P = Z ap X*. Par linéarité de A on a A(P) = a,A(XP) +Z arA(X").

k=0 k=0
D’apres la remarque faite sur le degré de chaque polynome A(X*), on obtient
deg(A(P)) = deg(A(X?)) = p— 1 = deg(P) — 1.

Q4. D’apres le résultat précédent, on montre par récurrence finie que Vk € [0,n] deg(A*(X™)) =
n — k, alors la famille (X", A(X™),..., A"(X™)) est une famille de R,,[X] de polynémes non
nuls échelonnée en degré, c’est donc une famille libre et comme elle contient n + 1 éléments

de R,[X] et que dimR,,[X] = n + 1, c’est une base de R, [X].
A est donc cyclique.

max(deg)( (X 4+ 1)),deg(P(X)), or deg(P(X + 1)) = deg(P(X)) < n donc

L fr W)
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Partie IV - Cas d’'un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considéere un endomorphisme diagonalisable h d’un C-espace vectoriel E
de dimension finie n € N*. On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les
valeurs propres de h pour que cet endomorphisme soit cyclique.

Comme 'endomorphisme h est diagonalisable, il existe une base B = (vy,...,v,) de espace
vectoriel £ composée de vecteurs propres de h. Pour tout k£ € [1,n], on note A\, € C la valeur
propre associée au vecteur propre vy.

Soit v € E. Comme B est une base de F, il existe (aq,...,a,) € C" tel que :

V=V + -+ o,
Q5. Pour k£ € [1,n], on montre par récurrence (a faire) que Vi € N*  hi(v;) = Aivy, alors par
linéarité de h pour tout p € N*, on a :
hP(v) = an Moy + - - + o Abw,

Q6. En utilisant le résultat de la question précédente le déterminant de la famille F = (v, h(v), ..., h"71(v))
dans la base B est égal a :

(03] Oé1>\1 cee Oél>\7ll_1
Qg Qpdg e Ay
dets(F) = |. i
Oy, Oy - ozn/\z_l
Vi € [1,n] la ligne 7 se factorise par a; donc
D VR )\?—1
L A oo A
detp(F) = aiag--an|. . :
1 N, - )\2—1

on reconnait un déterminant de Vandermonde donc

detg(F) = ay---an H (Aj — )

1<i<j<n
n

Q7. D’apres ce qui précede si les n valeurs propres sont distinctes alors en prenant v = E Vg, ON

k=1
a detp(F) = H (Aj — A\i) # 0 et donc la famille F = (v, h(v),..., A" (v)) est une base
1<i<j<n
de E et h est cyclique.
Si h est cyclique alors il existe un vecteur v = ayvi+- - -+, v, tel que F = (v, h(v), ..., h" 1 (v))

soit une base et donc detg(F) = H Q. H (Aj — A\i) # 0, ce qui entraine que
i=1

1<i<j<n
Vit Ai# A

On a bien h est cyclique si et seulement si il admet n valeurs propres distinctes.
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2 Extrait de CCINP MP 2015

On considere My(R) 'espace vectoriel euclidien des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
réels muni du produit scalaire canonique défini pour A et B matrices deMs(R) par : (A|B) =

trace(AT.B).
.. f(a b _fad Y : ro_[a c a by
Q8. Si A= (c d) et B = (c’ d’) sont deux matrices de Ms(R), A*.B = (b d) . ( , d’) =

¢
/ / / !
(aa +ecab 4 cd b+ dd e + dd’) donc (A|B) = ad’ + bV + ¢ + dd'.

Q9. On note T le sous-espace vectoriel formés des matrices triangulaires supérieures de My (R).
D’apres I'égalité précédente on a immédiatement V(i, 7, k,¢) € [1,2]4, (i,5) # (k,{) =
(Eij|Ere) = 0 et (E;|Ey) = 1.

On en déduit que (Eiy, Er2, Fas), qui est une base de T, est orthonormée. Et puisque
(E11, E1a, Eo1, Eg) est une base de My(R), (Fy;) est une base orthonormée de 7+.

puisque (E11, E1a, E9s) est une base orthonormée de 7 on sait que le projeté

. 1 2
Q10. Si A= (3 4),
orthogonal de la matrice A sur 7T est

p(A> — <A‘E11>E11 + <A|E12>E12 + <A’E22>E22 - <(1) i)

ainsi la distance de la matrice A & 7 est :

d(A, T) = [[A = p(A)| = 3Bl = 3[[[E2al| = 3

3 Extrait de CCINP PC 2024

Pour tout n € N*, on définit la fonction w,, :] 0, +00[— R par :

Vr €]0,400], un(z)=xn (1 + %) —In (1 i f)

n

Q1. Par développement limité a l'ordre 2 en 0 de In(1 + u), on a :

1 1 1 T x? 1

1
Donc Vx > 0 wu,(z) = O (ﬁ) et par comparaison la série Y wu,(z) converge converge

absolument puisque la série de Riemann E —; converge.
n

La série de fonctions 5 uy,, converge donc simplement sur |0, +o0].
n=1

Dans tout le reste de cet exercice, on note ¢ :]0, +oo[— R la fonction définie par :

Vo €]0,+00], ¢(x)=—In(z)+ Zun(x)
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x
2. (u, . est une suite de fonctions de classe C'* sur ]0, +oo[ puisque x — 1 + = est de classe
neN

n
C' sur |0, +oo[ & valeurs dans |1, +o00o[ et la fonction In est de classe C'* sur |1, +o0].

Par opérations sur les fonctions dérivables on a :

o (z) = 1n<1—%>— L/n

1+z/n

1 1
= 1n<1——)—
n n—+x

Vr >0
W 1_l B T _l—a/n
n n(n + x) n+x

1 1

W(r) = —— 41— ~) =

n(n+ ) n n
Posons ¢,, = In (1 — —> — —, en utilisant encore le développement limité a ’ordre 2 en 0 de

n n

In(14+wu),ona le,| ~ o2 et donc u),(x) = ﬁ—{—an avec Z £, qui converge absolument.

Q3. Soit [a, b] un segment inclus dans |0, 400, d’apres ce qui précede on a :

x b
Vo € [a,b] |u, <lenl+ ——— < en| + —
velot] i) < lenl + s <lenl + 7
/[avb] / b
On a donc 0 < [Jup, [[$” = Sup |u, ()] < |ea| + =
n

z€la,b]
- 1 . o " b
Les séries Y |e,] et E — convergent alors par combinaison linéaire la série g lenl + —
n n
b " :
;L||L‘é | est convergente et la série de fonctions 5 u,
n=>1

converge et par comparaison la série Y |lu

converge normalement sur tout segment [a, b] inclus dans |0, +o00[.

+oo
Q4. (i) La fonction z — Zun(x) vérifie le théoréme de la classe C! sur les séries de fonctions

n=1
+oo
par les questions 1-2-3, donc la fonction ¢ : & — —In(z) + Zun(x) est de classe C' sur
n=1

10, +o0.

(ii) Pour tout = €]0, 400, on a (x + 1) €]0, +o0] et

olz+1)—p(z)=In(z) —In(zx+ 1) + Z(un(x +1) —uy(x))

n=1
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un(z+1) —up(z) = 1n<1+%)+1n(1+%)—1n<1+x+1>

n

= In(n+1)—In(n)+In(n+2) —In(n+1+x)

= 1n<1+§)—1n<1+nj_1)

up(z+ 1) —uy(z) = vp(x) — vp1(x) avec vy (x) = In (1 + E) — 0

n n—-+oo

Alors par somme d’une série télescopique on a :

S tn@) = 3 (0nle) = tasa (@) = () 0 = In(1 + )

et finalement ¢(x + 1) — p(z) = In(z).

(iii) Par application du théoreme de la classe C! & la série de fonctions Y u,, et par la question
2, on sait que

“+oo +o0o
1 T
Ve>0 ¢(a)=—=+) ——+ ) &,
a2 x ; n(n + x) ;
1 _
Vn € N* g, 1z — — T est de classe ' avec Vo > 0 g (z) = —.M, donc
n(n + ) n (n+x)?
+oo
x
' () = —— > 0 et g, est croissante sur |0, +00[. On en déduit que x n(2) est
() CEE g ] [ q ;g()
croissante sur |0, +00.
1 ‘ oo
De plus x — — est croissante et z — Z €n €st constante.
x
n=1

Par somme de fonctions croissantes, ¢’ est croissante sur |0, +o0|.

(iv) On remarque que Vn € N*  w, (1) = 0, on a aussi In(1) = 0 donc la fonction ¢ s’annule
en 1.

La fonction ¢ vérifie donc les conditions :
(i) la fonction ¢ est de classe C,

(ii) pour tout = €]0, +oo[, on a p(x + 1) — p(z) = In(x),
(iii) la fonction ¢’ est croissante,

(iv) la fonction ¢ s’annule en 1, ¢’est-a-dire p(1) = 0.

4  Extrait de CCINP MP 2022

oo it oo it T
On admet la convergence de I'intégrale / —dt avec / —dt = (1+ 7,)\/j :
0o Vi 0o Vi 2
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On étudie la fonction S d’expression :

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

inx

S(x) :Ze\/ﬁ'

On suppose que (an), oy~ est une suite réelle positive décroissante de limite nulle et que
(bn),,en €st une suite bornée. En admettant I'identité suivante :

N N
VN e N*, Zan (b —by1) = Z (@n — api1) by + ani1bn — arby.
n=1 n=1
Puisque la suite (a,,) est décroissante on a (a, —a,+1) = 0 et puisque la suite (b,,) est bornée,
il existe M > 0 tel que ¥n € N* 0 < |(an — any1)bn| < M(ana — any1).
La suite (a,) converge (elle est de limite nulle), donc la série télescopique Y (a, — @nt1)

converge. Par comparaison la série > (a,, — a,1)b, converge absolument, donc la suite se ses
N

sommes partielles (Z(an — an+1)bn> converge.
NeN*

n=1
La suite (b,,) est bornée et la suite (a,,) converge vers 0, alors la suite (an11byx)yen+ converge.

On déduit de 1'égalité (x) que la suite des sommes partielles de la série > a, (b, — bp_1)
converge.

La série > an (b, — b,_1) est bien convergente.

Soient x €]0,27 [ et n € N*.
Vk e N* e = ()" avec ¢ #£ 1, donc

inx
. et 1]
E e e —
e —1

- (22) (et

i ke _ si.n (%) exp (z(n + 1)1‘)
pt sin (5) 2
Pour z €]0,2x[, on peut écrire ¢ = b, — b, avec b, = Ze““”. D’apres la question
k=1
sin (ﬂ) 1 1
récédente, Vn € N* |b,| = 271 — . Posons a,, = —.
P 6| sin (%) |sin(z/2)] NG

inx
On a alors — = a, (b, — b,_1) avec la suite (b,) qui est bornée et la suite (a,) qui est une
n

suite réelle positive décroissante et de limite nulle. Par application du résultat de la question
1, on obtient la convergence de la série définissant la fonction S sur |0, 27].

On admet dans cette question que si k € N* et x €]0, 27 :

ei(k+1)ax _ eilm k+1 elte 1
[l
k

irvk Vit 4k32
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+oo itz

dt converge (on peut le montrer en effectuant une

1 +oo pitx +o0 rk+1 eite
—), alors on peut écrire / dt = g /
1 k

Vi vVt = vt

e Par hypothese l'intégrale /

Ve

intégration par parties en dérivantt —

T 1 +oo ei(k—l—l)z — etkz

T — izvk

eim -1 400 eitz
—S(z) — dt| =
st [ e

. 3 :
est convergente puisque 5 > 1, alors par comparaison la

f ei(k—l—l)z _ 6ikm k+1 elite
On en déduit que (— — / ) )

k=1

La série de Riemann E 3 /2

eilk+)z _ ik k+1
série _ - est absolument convergente et on a par inégalité

triangulaire :
et _ 1 oo gitx ‘ +oo ei(k+1)x _ etk k+1 elte ‘ +0o0 1
—S(x) — / dt| < —_— — / dt| <
w2, Vi ; izVk NG ;415
“+oo
1 1
La constante C' = 1 Z — > 0 est telle que pour tout z €]0, 27 :
k=172

o ‘oo itx
c 15(:@—/ ‘ dt‘g(]
i 1 Vi

u
Pour z fixé dans |0, 27|, en effectuant le changement de variable t = — = ¢(u), ¢ étant affine
+oo itz “+o0o zu r +oo i
croissante sur R, les intégrales dt et / o' (u)—— du = du sont de
1 \/— vV u T \/_\/_

méme nature et égale en cas de convergence.

+oo  iu
Par hypothese 'intégrale / du converge, donc /
0

Vu ’ Vi
+o0 eitx +oo eiu
A L

+oo iu
On en déduit que zlg(r)l I(z) = i f/adu =(1+ z)\/z

w1 14 -1 w1
c = +m+’0(a:) =1+ o0(1), donc lim “—
ix ix 2—0t X

‘oo itx

dt converge et

=1.

On sait que

Avec I'inégalité de la question 4, on peut écrire

L V/ES() — I(0)| < CVE

Va €]0,2r[ 0 <

On en déduit que lim (e ——zS(z) — I (m)) = 0 et avec les limites vues précédemment
(Hy

z—0t

. ™ . . ™
zlgél+ VzS(z) = (1 —|—Z)\/;. Finalement S(x) s (1+414), /g.



