PSI Chapitre 02 Rappels et compléments sur les séries numeériques 1
1 Généralités

1.1 Convergence, divergence d’une série

Definition 1.1

Etant donné une suite (u,),en de nombres réels ou complexes, on lui associe la suite (S,)nen

n
définie par : S, = Z U
k=0
e On dit que la série de terme général u,,, notée Zun, est convergente lorsque la suite

(Sn)nen est convergente.

Dans ce cas, la limite S de cette suite (S,).en est appelée somme de la série, et se note

+o0 N
E U, = lim E Uy,
N—+4o00

e On dit que la série Y u, est divergente lorsqu’elle n’est pas convergente.
e S, s’appelle la somme partielle d’ordre n de la série Y w,.

e Si la série Z u, converge et est de somme S, on appelle reste d’ordre n le nombre

Déterminer la nature de la série ) u,, c’est étudier si la série est convergente ou divergente.

Exemple 1.1

Déterminer la nature de la série Y n?

Remarque 1.1

1. Attention aux notations : Pour une série convergente, ne pas confondre > u,, qui désigne
+00

la série et E U, qui désigne la somme de la série, donc un nombre réel ou complexe.

n=0

2. Méthodes spécifiques d’étude de séries : Etudier la nature d’'une série »  u, revient

n

a étudier la suite (Z uk> des sommes partielles, mais I'intérét de ce chapitre est de
k=0 neN

proposer des méthodes spécifiques d’étude portant sur le terme général u,, au lieu de porter

n
sur S, = E Uy
k=0

3. Cas d’une suite (u,),>,, définie & partir d’un certain rang n,.
La série de terme général u,, se note alors E Up, -

nz=ngo
On la note parfois plus simplement > u, s’il n’y a pas d’ambiguité sur ny.

1 1
Par exemple Z — se note également Z —.
n n

n=1
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Avec cette notation générale, si (u,)nen est définie sur N, alors > u,, se note aussi g U -

n=0

4. Lorsque la série ) u,, converge, la suite (R,,) des restes vérifie : 1irf R,=0etS=S5,+R,.
n——+0oo

1.2 Propriétés
Proposition 1.1 Séries télescopiques

Soit Y u, une série numérique telle qu’il existe une suite (a,)nen vérifiant Vn € N,
Up = Apg1 — .

La série télescopique > u, converge si,et seulement si la suite (a,)n,en converge.

—+o00

Et en cas de convergence, ZO Uy = nl_lgloo a, — ag.
Exemple 1.2
1 =1
e La série ——— converge et — =1
Zn(n—kl) & ;n(nle)

"1
e Pour n € N*, on pose H, = Z T
k=1
Montrer que la suite (H,, —In(n)), cn~ st convergente. Sa limite se note y et s’appelle la constante

d’Euler.

Proposition 1.2 Condition nécessaire de convergence

Si la série Y u, converge alors la suite (u,),en converge vers 0.

Lorsque la suite (u,),en ne converge pas vers 0, on dit que la série »  u,, diverge grossierement.

Remarque 1.2
La propriété précédente donne une condition nécessaire de convergence qui n’est pas suf-

. . : 1
fisante, voir la série harmonique E —.
n

Proposition 1.3 Opérations

Soit > u, et Y v, deux séries numériques et soit A € K.
Si Yy u, et > v, convergent alors

400 400 +oo
e la série somme > (u, + v,) converge et g (Up, + vy) = g Up, + E Up.
n=0 n=0 n=0

+oo +oo
e la série > (Auy,), produit par A de la série Y u,, converge et on a Z()\un) = Z U,

Plus généralement, toute combinaison linéaire de séries convergente est une série convergente.
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Remarque 1.3

“+00 “+o00 400
1. Si > (un + v,) converge, alors on ne peut pas écrire Z(un +v,) = Z Uy, + Z Up,.-
n=0 n=0 n=0

Cette égalité suppose la convergence des séries > u,, et i vy, !
2. Si ) wu, converge et > v, diverge alors ) (u, + v,) diverge.

3. Si ) u, et > v, divergent, alors il y a incertitude sur la nature de Y (u, + vy,).

Proposition 1.4 Cas des séries a valeurs complexes

Si (U )nen est une suite de nombres complexes, alors
Z u, converge <= les deux séries réelles Z Re(uy,) et Z Im(u,) convergent

Exemple 1.3 Séries géométriques

Pour z € C*, la série géométrique ) _ 2", converge si, et seulement si, |z| < 1

+oo
et dans ce cas, E 2" =

n=0

1
1—2z

2 Séries a termes positifs

Dans ce paragraphe, on étudie les séries a termes positifs, c’est-a-dire Y u,, avec ¥n € N w,, > 0.

Remarque 2.1
n
SivVn € N w, >0, alors la suite des sommes partielles (S, )nen, Sn = Z uy, est croissante.

k=0
On sait alors que cette suite admet une limite finie ou égale a +o0.

Proposition 2.1 Théoreme fondamental

n
Soit Y u, une série & termes positifs, notons S, = g uy, la somme partielle d’ordre n.
k=0

La série > u,, converge si, et seulement si, la suite des sommes partielles (S, ),en est majorée.

On peut écrire :

400 un réel
E u, = lim S, = SupsS,, est ou
n——+o00 / N
n=0 neN égale & + oo
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Exemple 2.1 Série harmonique

1
La série harmonique Z — est divergente :
n

n+1 1

1
VneN* H, ZE / —dt

2.1 Comparaisons

Proposition 2.2 Comparaisons par inégalités

Soit > u, et Y v, deux séries numériques.

1. | SiVn >ng, 0<u,<v,etsi) v, converge, alors la série Y u,, converge.

2. | SivVn >ng, 0<u,<uv,ets) u, diverge alors la série Y v, diverge.

Proposition 2.3 Relations de comparaisons

Soit Y u, et > v, deux séries a termes positifs.
1. Siu, =O(v,) et si > v, converge alors > u, converge.
2. Siu, = O(v,) et Y u, diverge alors > v, diverge.
3. Siu, =o(v,) et si Y v, converge alors ) u,, converge.
4. Si u, = o(v,) et Y u, diverge alors > v, diverge.

5. Si u, ~ v, alors les séries Y u, et > v, sont de méme nature.

Exemple 2.2
. . 1
1. La série Z sin <ﬁ) converge.

1
2. La série harmonique Z — diverge.
n

3. Attention : Pour n € N*, soit u,, =

-1" .
et Z u converge mais »  u, ne converge pas!

vn
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2.2 Technique de comparaison série-intégrale

Soit ng € N et f : [ng, +0o[— R une fonction positive, monotone et continue.
e Cas d’une fonction décroissante

Si f est décroissante continue sur [ng, +oo[ alors : pour k > ng ou k > ng + 1
Vtelk k+1] f(t) < f(k)etVielk—1k [f(k)<[f()

Par intégration
k41 k

fo)dt < fk) < ft)dt

k k—1

Par somme on obtient :

k+1
st S [T o s < Y s < sow) + Y
k=ng k=ng k=ngp+1
et par relation de Chasles on obtient :

Vi > ng+ 1 /f )dt + f(n Zf f(ng) /f

k=ng

e Cas d’une fonction croissante

Si f est croissante continue sur [ng, +oo[ alors : pour k > ng ou k > ng + 1
Vielk,k+1] f(k)< f(t)etVtek—1,k f(t) < f(k)

Par intégration

k+1
f)dt < f(k) < f(t)
k—1 k
Par somme :
n—1l  okt1
Vn = ng+ 1 Z (t)dt + f(no) Z HOESY f(t)dt + f(n)
k=no+1 k=no k=ng

et relation de Chasles on obtient :

Vn =ng  f(no) /f —i—/n:f(t)dt

Dans certains cas, ces encadrements peuvent nous permettre d’étudier la nature de la série > f(k),
d’estimer la somme partielle de cette série lorsqu’il y a divergence ou le reste de la série lorsqu’il
y a convergence.

kno

Exemple 2.3 Séries de Riemann

1
Soit a € R, on appelle série de Riemann (d’exposant «) la série Z —.
na
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1
La série de Riemann E — converge si et seulement si a > 1.
n

Exemple 2.4

. 1
e Etudier la nature de la série de Bertrand Z —
nln“n
e Déterminer un équivalent de la somme partielle S,, = Z In? k.
k=1
- 1 1

oSia>1alorSk:ZMlﬁ~m

3 Etude des séries a termes quelconques

3.1 Séries alternées

Definition 3.1

On dit qu'une série Y u, est alternée lorsque Vn € N, w, et u,,1 sont de signe contraire.

Ce qui revient a dire que Vn € N, u, = (—1)"a, ou Vn € N, u, = (—1)""'a,, avec a,, € R"
(en fait a, = |uyl).

Proposition 3.1 Théoreme spécial des séries alternées

(Condition suffisante de convergence)

Soit > u, une série alternée.

Si la suite (|u,|)nen est décroissante et converge vers 0 alors la série ) u,, converge.

Et dans ce cas :

+oo
e la somme S = Zun est du signe du premier terme ug et |S| < Jug).

n=0

—+o00
e le reste R, = E uy, est du signe de son premier terme wu,; et |R,| < |upi1|
k=n-+1

Exemple 3.1 Séries de Riemann alternées
Soit o € R.

(=D"

na

La série de Riemann alternée E converge si et seulement si o > 0.

A redémontrer a chaque fois
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3.2 Convergence absolue

Dans cette partie Y u, est une série dont le terme général est un nombre réel ou complexe quel-
conque.

Definition 3.2

On dit que la série Z u, est absolument convergente lorsque la série Z |u,| est convergente.

On dit aussi que la suite (u,)n,en €st sommable.

Proposition 3.2

+oo +oo
Une série absolument convergente est convergente et dans ce cas, E Up| < g |-
n=0 n=0

n—1
La réciproque est fausse comme le montre le cas de la série de terme général )

Definition 3.3

On dit que la série ) u,, est semi-convergente lorsque ) u,, converge mais ne converge pas abso-
lument.

Pour étudier la nature d’une série ) u, a termes quelconques, on peut commencer par I’étude de
la convergence absolue, car la série ) |u,| est une série a termes positifs et on peut lui appliquer
les résultats du paragraphe précédent.

Proposition 3.3 Comparaisons

Soit deux séries Y u, et Y v,.
1. SiVn e N, |u,| < v, et Y v, converge alors Y _ u,, converge absolument, et donc converge.

2. Si u, = O(v,) et > v, converge absolument alors >  u, converge absolument, et donc
converge.

3. Si u, = o(v,) et > v, converge absolument alors > u, converge absolument, et donc
converge.

4. Si |uy| ~ v, et Y v, converge alors Y u, converge absolument, et donc converge.

Proposition 3.4 Regle de d’Alembert

Soit ) u, une série a termes tous non nuls a partir d’un certains rang.

On suppose que la suite ( al ) admet une limite ¢ € [0, +00].
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e Sil<1 alors la série Y u,, converge absolument, et donc converge.
eSil>1 alors la série Y u, diverge grossierement car lim |u,| = +o0.
n—-+oo
Exemple 3.2

1. Série exponentielle

+0o0
zn n

Pour tout complexe z la série E — converge absolument et E — =" =exp(z)
n!

n=0

2. Regle n“u,,
o S’il existe un réel a > 1 tel que n*u,, —» 0 alors la série ) u,, converge absolument.
e S'il existe un réel @ < 1 tel que n®u,, — +o00 alors »_ u, diverge.

Ces deuz résultats sont a redémontrer a chaque fois!

1 1
La série Z ”21—11('“) converge et la série Z ————— diverge.

Vnln®(n)
4 Produit de Cauchy de deux séries
Definition 4.1

Le produit de Cauchy de deux séries > u, et > v, de nombres complexes est la série ) w, avec :

n n
YneN w,= E UpUp—p = E Up—qVq = g UiV = UgUp + U1VUp—1 + . ..+ Up_1V1 + UpVg
p=0 q=0 i+j=n

Proposition 4.1

Si les séries » wu, et > v, sont absolument convergentes alors leur série produit de Cauchy

~+o0 +o00 ~+00o
> wy, lest aussi et on a : an = (Z un> (Z vn>
n=0 n=0 n=0

Remarque 4.1
Dans le théoreme précédent, tout doit étre indexé a partir de 0. Lorsque Z Uy, et Z v, convergent

n>=ni nzna
absolument, on se ramene a des séries indexés par N en complétant par des zéros :

0sine[0,n —1] 0sine[0,ny—1]
= . ’ t b - . ’ .
On pose a, {un&n}nl et by, v sin > ny
400 —+00 +o0 +oo
Alors ) a, et Y b, convergent absolument avec Z ay, = Z Uy, et Z b, = Z Up.
n=0 n=ni n=0 n=ns
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Exemple 4.1

+o00 +o00 1

1. Pour z € C tel que |z| < 1,on a: an”_l = Z(n +1)2" = -

-z
n=1 n=0
(Prendre u,, = v, = 2")
2. Série exponentielle complexe : V(z, 2') € C? Z — = Z — Z — |+ ce qui
n=0 n=0 n=0

redonne
V(z,2') € C?,  exp(z).exp(z’) = exp(z + 2')

5 Formule de Stirling

n! ~ n—\/ 2mn
n

Remarque 5.1

Pour donner un équivalent de (n + 1)!, il est préférable d’écrire

(n+1) = (n+1)n! ~n2rn—
671

plutot que d’utiliser la formule de Stirling au rang n + 1.

6 Deux résultats hors Programme

—+o00 1 7T2
e Somme d’une série de Riemann : E — = 5
n
n=1

e Séries de Bertrand :

1

Les séries de Bertrand sont les séries Z ﬂ
n(inn

avec (a,b) € R%

e Sia > 1 alors la série converge.
On intercale un « entre a et 1 et on utilise la régle du n®u,,.

e Sia < 1 alors la série diverge.
On utilise nu,, — +00.

e Sia=1,1ily a convergence ssi b > 1.
On utilise la technique de comparaison série-intégrale.



