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Exercice 1 : Extrait de e3a 2011 PSI

Soit C[X] I'ensemble des polynomes a coefficients complexes. Dans tout cet exercice, on identifie
les éléments de C[X] et leurs fonctions polynomiales associées. Soit P € C[X] un polynéme non

nul vérifiant la relation
(¥) PX*-1)=P(X-1P(X+1)

1. On suppose que a est racine de P alors P(a) = 0 et donc 1’égalité (x) donne
P((a+1)?*—=1)=P((a+1)—1).P((a+1)+1) = P(a).P(a+2) =0

et
P(la-=1?-1)=P((a—1)—1).P((a—1)+1) = P(a—2).P(a) =0

On en déduit que| (a+1)* — 1 et (a — 1)? — 1 sont aussi des racines de P.

2. Soit ag € C. On définit la suite de nombres complexes (a,),>0 en posant, pour tout n > 0,
Uni1 = a2 + 2a,,.

(a) On suppose que ag est une racine de P.
Soit n tel que a, soit racine de P. En appliquant le résultat de la question précédente,
on sait que (a, + 1)? — 1 est racine de P or (a, +1)> = 1 = a2 + 2a,, = a,4 1, donc a,
est racine de P.

On a montré par récurrence que| si ag est racine de P alors Vn € N, a, est racine de P.

(b) On suppose que ag est un réel strictement positif.

lere rédaction :

On a immédiatement : a,, > 0 = a2 + 2a,, > 0, donc a,, > 0 = a,4+1 > 0.
On vient d’obtenir par récurrence que : Vn € N, a, > 0 et donc

Gpi1 — Qp :a%—kan > 0.

Si ag > 0 alors la suite (a,),>0 est une suite
strictement croissante de réels strictement positifs.

2ieme rédaction :

Par hypothese ag > 0 donc a; = a% + 2ag > ag > 0.

Soit n € N tel que a, 1 > a, > 0.

Puisque a,11 > 0, on a a,.0 = aiﬂ + 20,41 > apy1 > 0.

On a donc obtenu par récurrence que Vn € N a,.; > a, > 0. La suite (a,) est donc
une suite strictement croissante de réels strictement positifs.

(¢) Si P admet une racine réelle strictement positive notée a, alors, d’apres les questions
précédentes, la suite (a,) définie par ag = a et a, 1 = a2 +a, est une suite de réels tous
distincts qui sont tous racines de P. On en déduit que P admet une infinité de racines,
ce qui entraine que P est le polynome nul. C’est absurde puisque par hypothese P n’est
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pas le polynoéme nul.
On a montré par I’absurde que P n’admet pas de racine réelle strictement positive.
(d) Si a = —1 est racine de P, alors (a — 1)> — 1 = 3 est racine de P, ce qui est absurde

d’apres le résultat de la question précédente.

—1 n’est donc pas racine de P.

(e) Pour n =0 on a bien : a, + 1 = (ag + 1)*".
Soit n tel que a, + 1 = (ag + 1)*". On a alors

np1 + 1= a2 +2a, +1= (@, + 1) = (a0 + 1)¥")* = (a0 + 1)*"*2 = (ag + 1)*""

On a donc montré par récurrence que ¥n € N a, + 1 = (ag + 1)*".

Soit a une racine complexe de P. On peut définir la suite (a,) par ag = a et
VneN ap1 = ai + 2a,, et on sait qu’alors Vn € N a, est racine de P avec
an+1=(a+1)%.

Premiére méthode :

e Sila+ 1| < 1 alors 1ir+n la, + 1| = 1ir+n la + 1|*" = 0, donc la suite (a,) converge vers
n——+0o0 n——+0o0

(=1).
Par continuité on a liIE P(a,) = P(—1) et puisque P(a,) = 0 'unicité de la limite donne
n—-—+0oo

P(—1) =0, ce qui est exclu par le résultat de la question (d).

e Si la+ 1] > 1, alors la suite (Ja, + 1|) est strictement croissante, on en déduit que
V(n,p) € N> n # p = a, # a, et P admet alors une infinité de racines, ce qui est
exclu puisque P n’est pas le polynome nul.

On en déduit que |a + 1| = 1. | On admettra que 'on a aussi |[a — 1] = 1.

Seconde méthode :

On a vu que si ag est racine de P alors a,, est racine de P, et P n’est pas le polynome nul, il
n’admet donc pas une infinité de racines. On en déduit :

3(n, k) € N? tel que n # k et a, = ap
ce qui donne .
(a+1)* =(a+1)°

Or a # —1 (question 2(d)) donc
(a+1)"2 =1
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et par passage au module : )
la+ 12" =1

toute fonction puissance est injective sur |0, +o0o[ alors |a + 1| = 1.

4. Sile degré de P est strictement positif alors P admet au moins une racine complexe a. Notons
a=x+ iy avec (r,y) € R%

On sait que [a+1|=1et|a—1]=1or

la+1] = 1 la+1> = 1
{\a—1| — 1 T \a-1p =1
(x+1)2+y* = 1
{(m—l)Q—i—yQ =1
4+ 2r+y* = 0
— {x2—2x+y2 = 0
24+ 2r+y? = 0
dx = 0
x =0
y=0
la+1] = 1 _0
a—1 =1 7 %7

On pouvait aussi utiliser de la géométrie : |a + 1| = 1 signifie que le point d’affixe a
est sur le cercle de centre le point (—1,0) et de rayon 1 et |a — 1| = 1 signifie que le point
d’affixe a est sur le cercle de centre (1,0) et de rayon 1. Or ces deux cercles admettent pour
unique point commun le point (0,0) donc a = 0.

Si deg(P) > 0 alors P a pour unique racine 0.

5. D’apres ce qui précede P vérifie la relation (x) si et seulement si il existe (A\,n) € R x N tel
que P = AX". Dans ce cas on a :

PX?-1)=P(X - 1)PX+1) <= MX*-1)"= XX -1D"(X+1)" <= 1=\

On en déduit que les polynomes vérifiant (x) sont le polyndéme nul et les polynémes X™ avec n € N

Exercice 2 : Extrait de Centrale PC 2025

Dans cet exercice on considere 1'espace vectoriel C[X] des polynomes a coefficients complexes. Pour
n € N, on note C,[X] le sous-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

On fixe un entier n € N* et on note 7' le polynéme X" + 1.
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6. T est scindé sur C, donc T admet n racines distinctes ou non.
On sait que z € C est une racine multiple de 7" si, et seulement si 7'(z) =0 = T"(2).
T" = nX"! n’admet pas de racine si n = 1 et admet pour unique racine le complexe 0 si
n>1lorT(0)=1%#0.

On en déduit que T' n’a pas de racine multiple et donc| 7" admet n racines simples dans C.

Autre méthode (plus longue me semble-t-il et il n’était pas demandé de trouver les racines de
T):
Soit a € C*, on sait que les complexes z vérifiant 2" = a = |a|e? avec § € R sont les nombres
6 k
/|a| exp (i— - 2i—7r> avec k € [1,n].
n n

Soit z € C, P(z) = 0 <= 2" = —1 = ¢, donc les racines de T sont les complexes

2k+1 L. . :
2y = exp (z 7T> avec k € [1,n], ces n complexes sont distincts puisque la fonction
n

0 — exp(if) est injective sur tout intervalle d’amplitude strictement inférieure a 27 et que

2k + 1 3 m , : .. .
T € {—,2% + —]. T, de degré n, admet donc n racines distinctes qui sont donc
n n n
simples.
On note z1,..., z, les racines de T
7. T étant un polynome unitaire de degré n avec n racines distinctes zq, ..., z,, on sait que

T=][(x =)

1

Par dérivation d’un produit on obtient :
T = (X =)
(=1 j#t
Soit k € [1,n], pour j =k, (2x — 2;) = 0 on en déduit que
Veeln] (#k=JJ(zx—2)=0 J](z—2)=0

Vi 7Lk

T'(z) =Y J[Ge—2) =[1E-2)+> 0

(=1 j#l j#k 14k

et donc

On a bien Vk € [1,n] H(zk —z;) =T'(z).
ik

XE

Xn4+1
On rappelle que, par décomposition en éléments simples de F', il y a existence et unicité de
[, .., pn dans C et de E dans C[X] tels que

n m
F= E.
;X—Zk_}_

Soit £ € [0,n]. On consideére la fraction rationnelle F' donnée par F' =
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n
e Par réduction au meéme dénominateur, sachant que X" +1=1T = H(X — zj),ona:
j=1

(X" +DEX)+ > e [[(X =)
k=1 j#k

FE =
+ Xn 11

n m
F:ZX—Zk
k=1

On en déduit que X = (X" +1)E(X) + Zuk H(X — zj) avec
k=1

deg (Z Lk H(X — zj)> < n—1, par unicité du quotient et du reste dans la division eucli-
k=1 j#k

dienne de X par X" + 1, on obtient ¥/ € [0,n —1] E=0et{=n=— F = 1.

e Pour p € [1,n] en évaluant en z, 'égalité X* = (X" + 1)E(X) + Zuk H(X — z;), on

k=1 j#k
obtient
Z;; =0+ pp H(Zp —zj) = p1p-T"(2) = Mp'n-zg_l
J7#p
Or T(z,) = 2z + 1 = 0 donc 2 = —1 et finalement 2} = —p,.n.z~".
O+l
Pour tout k € [1,n], up, = -~ et E=00u F = 1.
n
. Pour z € C.
'’ (2" + 1) — na™ 2t 20—n ( n
e D’une part, F(z) = ,donc F'(x) = et| F'(1) = - - _ =
e D’autre part, F(z) = Z Pk Eavec E=0ouF = 1, donc F'(z) = _ M 5
=1 Uk —~ (r— )
1 n’est pas racine de T'= X" 4+ 1 donc Vk € [1,n] 2z #1let F'(1) = B A B
k=1
/+1 f
En utilisant pu = B F(l)==-- 2, on obtient
n 2 4
9 n l+1
(=242 S
2 n 1 (Zk — 1)
(a) Soit P € C,[X], il existe (aq, .. .,a,) € C" tel que P = Zang et P/ = Z&MXE !
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On a donc XP'(X) = ZEWXZ = Z&MXZ et on sait par le résultat de la question
=1

=0
n 9 n Zf—l—l
précédente que ¢ € [0,n] = ¢ = 5 + - ; (Zkkfl)Q donc
n 9 n /+1
XP(X) = DLENT ) gX!
2 n (zp — 1)2
=0 k=1
—1)2
=0 el C )
= —P(X)+gii “k ap(2,.X)"
n (2 — 12 0VF
k=1 (=0
n 2 — 2k
XP(X) = =P(X — Pz, X
(X) 9 ( )+nk:1(zk—1)2 (2.X)
(b) Premiere méthode : En reprenant ’égalité précédente avec le polynome P = 1, on ob-
tient
n 2w 2k
0 _ — —|— — -
2 ni (zp — 1)2
d = 2k n?
et donc —_— = .
— (2 — 1)2 4
n 2 n Zf-i—l
Seconde méthode : Dans la question 9 on a vu ¢ = —+ — —"k____ pour tout ¢ dans
2 ni~ (zx — 1)2

n

n 2 2k
0,n]. En prenant le cas particulier £ = 0, on obtient 0 = — + — ————, ce qui
[0,7]. En p D 5t ; G 4

donne comme vu précédemment le résultat demandé.

Exercice 3 : Extrait de CCINP TSI 2025

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul.

On définit la suite de polynomes (Rj)ren+ de polynomes par : Ry = X, Ry = X? — 2 et, pour tout
entier supérieur ou égal a 2 :

Ryy1 = XRy — Ry
() désigne un polynome de degré 2n défini par :

2n

Q= Zaka, tel que ag, # 0 et Vk € [0,n] ar = ag,—

k=0
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Soit z € C*.
2 , 1 1 )
e R =Xet Ro=X"—2donc Ryestdedegré let Ry |24+ —-|=(z2+—-) =2+ —.
z z
1 1\? 1
Rgestdedegré2etR2(z+—>:(z+—) —2222—1-2—1———2:—2—1-—.
z z z

e Soit £ € N* tel que Ry et Rp,, soient respectivement de degré k et k + 1 et vérifient
1 1 1
) — Lk ) _ k41
Rk(z+z>—z +_zk etRk+1(z+Z>—z +_Zk+1'

Par hypothese Ryio = X Rpy1 — Ry avec deg(X Rgyq1) = 14+ (E+ 1) > k = deg(Ry) donc
deg(Rg12) = deg(X Ri1) =k + 2 et

1 1 1 1

Ry yo (z + —) = (z + —) Ry41 (z + —) + Ry, (z + —)
z z z z
1 1 1

= (2) (o) - (24 3)

1
J— Z —_ —_—
k2 Sk

1
= 24— 4k
z

1 1
Riio <z + ;) = 24 s

On a ainsi prouvé par récurrence double que Vk € N* Ry est un polynoéme de degré k

vérifiant :
. 1 % 1
VeeC* Rplz+-| =2 +
z z

: o . 1 .
Soit un réel a, on cherche les complexes z non nuls qui vérifient la relation : 24+ — = a, ce qui
z

revient a résoudre 'équation du second degré z? —az +1 =0 (x) sur C*. Cette équation
n’admet pas 0 pour solution et est de discriminant A = a? — 4.

ler cas : a €] — 00, —2[U]2, +-00[

+va?—4 f 9~ a’?—4
e :

On sait alors que A > 0 et donc les solutions de (x) sont les réels ¢ 5 5

2eme cas : a €] — 2,2

On sait alors que A = (i\/4 — a2)2 et donc les solutions de (x) sont les complexes conjugués
a—iv4 — a? ta—l—z'\/él—a2
e .
2 2

3eme cas : a € {—2,2}

On a alors A = 0 et la seule solution de (x) est le réel g.

Par définition de @) on a Q(0) = ag = ag, # 0.| 0 n’est pas racine de Q.
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n

14. On définit le polynome @ par @ = a, + Zan_kRk. Soit z un complexe non nul, on pose

. k=1
y=z+-.
z

(a) Par définition de @ et par le résultat de la question 11 on a :

n . 1
2"Qy) = =z an+z,z Gt Ry <z—|—;)

k=1

n n
= a,2" + E Ay 2" TP+ E Ay 2" "
k=1 k=1

par les changements d’indices j =n+ ket { =n—k on a:

2n n—1

"Qy) = 2"a, + Z o7 +ZCL£Z’£
j=n+1 =0

par hypothese ag,—; = a; donc

2n n—1
2"Qy) = apz" + Z CLij—FZCLgZZ
=0

j=n+1

Finalement z"é(y) = Q(2).

(b) Puisque 0 n’est pas racine de @, I'égalité précédente permet d’obtenir directement
1

Q(z):0<:>é(y):0avecy:z+;.

(¢) L’intéret de I’égalité précédente dans la recherche des racines du polynome @ est de pas-
ser d'un polynome () de degré 2n a un polynome ) de degré n seulement. Et connaissant

les racines de () on obtient celles de () en utilisant les résultats de la question 12.

15. On suppose dans cette question de Q = X6 4+ X% —9X* +2X3 —9X2 + X + 1.

2n
(a) OnaQ:ZakaavecnzB,a6:a0:1§£0,a5:a1:1,a4:a2:—96ta3:2.
k=0

Alors par définition g) =a, + Z QiR = a3 + ao Ry + a1 Ry + agRs.
k=1

On sait que By = X, Ry = X? —2donc R3 = XRy — R; = X3 —2X — X = X? - 3X
donc

~

Q=2-9X+(X*-2)+X°-3X =X+ X* - 12X

1\? 49 1 7 1 7
X+2) -2l =x(XxX+-+-)[x+=-2).
( +2) 4] ( +2+2>< *3 2)

~

(b) e Q=X(X?’4+X-12)=X
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Les racines de g) = X (X +4)(X — 3) sont les réels —4,0 et 3.

1 1 1
e On déduit de ce qui précede que Q(z) =0 <= z+—-=0o0uz+—-=—4ouz+— =3,
z z z
Les résultats de la question 12 avec a = 0, a = —4 et a = 3, permettent d’obtenir
directement

Q(z) =0<=z¢ {—@'7i,—2+\/3,_2_\/573—2\/5732\/5}

3—v5 3 5
Les racines de Q sont donc les nombres —i, i, —2 4+ v/3, =2 — /3, 2\/_ et +2\/_.

Exercice 4 : Extrait de CCINP MP 2025

Soit f une fonction continue, positive et décroissante sur RT.

n n
On pose, pour tout entier naturel n, S, = Z f(k), J, = / f(t)dt et pour tout entier k£ non nul,
0

k=0

k
L= [ f@ar.

k-1

16. Vn e N S,41 — S, = f(n+1) >0, donc la suite (5,,) est croissante.

17.

18.

n+1
Par relation de Chasles, J,, 11 — J, = / f(t)dt, or f est continue, positive sur le segment

[n,n + 1] donc J,+1 — J,, = 0. La Suiten(Jn) est croissante.

e f est décroissante sur R* donc Vk € N* Vit € [k — 1,k] f(k) < f(t) < f(k—1) et par

k
intégration sur le segment [k — 1, k|, on obtient | f(k) < f)det < f(k—1).
k-1

k

Soit n € IN*, en sommant les inégalités f(k) < f(t)dt < f(k—1) pour k € [1,n], on
k-1

obtient

n

IOESDY | fde< Y flk=1)

k=1

Par relation de Chasles pour l'intégrale et par changement d’indice sur la somme de droite

dans 'encadrement précédent on obtient directement | S, — f(0) < J, < S,,_1.

T 1 T
(1) La fonction x +— / f(t)dt = / f(t)dt+/ f(t)dt est croissante (puisque f est conti-
0 0 1
nue et positive), donc cette fonction admet une limite en +oo qui est soit finie, soit

égale a 4+o00. Notons liril / f(t)dt = L € [0,+0o0], par caractérisation séquentielle
T—+00 0
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lim J, = L.
n——+00

e Si la série Y f(n) converge alors la suite croissante (S,) converge vers sa borne
supérieure, que l'on note S. Avec le résultat de la question 17, on a :

VYneN* J,< 5,1 <S8

La suite croissante (J,) est majorée alors elle converge et donc L € R. La fonction

x> / f(t)dt admet donc une limite finie en +oo, et x — / f(t)dt aussi .
0 1

x

e Réciproquement si lim f(t)dt = Ly € RT, alors lim f(ydt =L € R et

xr—+00 1 r—+00 0
la suite croissante (J,) converge vers L qui est sa borne supérieure. Le résultat de la
question 17 donne :
Sn < Jn+ f(0) < L+ £(0)

La suite croissante (S,,) est donc majorée et par conséquent elle converge. La série
>~ f(n) est donc convergente.

Par double implication on a montré :

x
la fonction x +— / f(t)dt admet une limite finie en +o00 si, et seulement si, la série
1

Z f(n) converge.

Premiere méthode : D’aprés encadrement f(n) < / f(t)dt < f(n — 1) prouvé en
n—1

question 16, on a :

0< [* 0t f) < fln=1) = f0) ()

Par hypothese la fonction f est décroissante et minorée puisque positive, alors la suite
(f(n)) est décroissante et minorée donc converge et par conséquent la série télescopique

> f(n—1) — f(n) converge.

Par comparaison pour des séries a termes positifs, on déduit de (xx) que

la série Z (/n ft)dt — f(n)> converge.
n—1

n>1

Seconde méthode : D’apres 1’encadrement S,, — f(0) < J, < 5,1 pour n € N* vu en

question 17, on a : —f(0) < J, — S, < —f(n).
n n k

Or J, _/ f(t)dt_Z/ F(t)dt donc
0 i1 Jk—1

n k
) < ( ﬂwﬂ—ﬂ@>—ﬂ®<—ﬂm

k=1 Nkl
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n

k
et donc 0 < Z ( f(t)dt — f(k:)) < f(0) — f(n) < f(O) (% *).

k=1 \/k-1

k
Par le résultat de la question 16, on sait que ft)dt — f(k) = 0, donc la série
k—1

Z < ft)dt — f (n)) converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles

est majorée, ce qui est le cas d’apres 'encadrement (x * x).

Un exemple.

1
On pose pour a > 0 et = € [2,+00], f(x) = :
z(lnz)>
(a) e La fonction f est de classe C! sur [2, 400 en tant qu’inverse d’un produit de fonctions
de classe C! strictement positives avec

oy - o tra (/o) athe

22(In )2« x(Inz)ott

On en déduit que la fonction f est strictement décroissante sur [2,400].

xr x /
. / f)dt = / u—(t)(t)dt avec u(t) = Int.
2 2 u®
On en déduit que pour x € [2, +00]
’ 1

ul_o‘(t)} 2 sia#1 T a (In'"*(z) —In'"*(2)) sia#1

1

/:f(t)dt: [1_0‘

[In u(t)[])% sia=1 In(lnz) — In(In 2) sia=1

La fonction f étant positive, décroissante et continue sur [2,+oco[, on peut appliquer

le résultat (1) de la question 18 : la série E W converge si, et seulement si,
n(lnn
n>2

T
T / f(t)dt admet une limite finie en +o0.
2

Par le calcul précédent, pour a > 0, on a immédiatement

lnlfoz ‘
z 1 sta>1
li t)dt = a—
A / /)
+00 sinon

. 1 . :
La série E ———— converge si, et seulement si, o > 1.
— n(lnn)*
n_

1

(b) Dans le cas ou a = 2, la série Z nmn)
n(lnn)®

n>2

converge.
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Comme dans la question 17, on a, en notant .J,, = / f(t)dt et S, = Z fln

k=2

Ou encore

Par passage a la limite quand n tend vers 'infini, on obtient, avec le résultat de la
question précédente :

1 < Z < 1 . 1
2) “— n(Inn)? T In(2)  2In%(2)

20. Une application.

On pose pour n entier naturel non nul, 7, = —Inn.

| =

k=1
1

(a) On pose f : x +— —. Cette fonction est continue, positive et décroissante sur [1, 400,
T

alors le résultat (2) de la question Q18, donne la convergence de la série Z ( f(Hdt — f(n ))
n=2 n—
donc la convergence de la suite de ses sommes partielles (S, ),>2 avec :

n

sn—z(k:f(t)dt—f(k))—/ dt—zk In(n Z +1=1-T

k=2 1

Donc T,, =1 — S, et | la suite (T},),en+ €st convergente.

On notera v sa limite (constante d’Euler).

(b) On a vu hrf T,, = 7, ce que 'on peut réécrire sous la forme T, =7 +0(1) et donc,
n—-—+00 n——+0oo

1
au voisinage de +oo0, Z e Inn+ v+ o(1).
k=1

1
Puisque lim Inn = 400, on a Z = )+ o(Inn) et donc . Inn.

n—-+o0o

Fin du corrigé



