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Dans tout ce chapitre n désigne un entier naturel non nul et K désigne ’ensemble des réels R ou
I’ensemble des complexes C et E désigne un K-espace vectoriel.

1 Trace d’une matrice carrée ou d’'un endomorphisme

1.1 Matrices semblables

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n, on dit que B est semblable a A lorsqu’il existe une

matrice inversible P telle que | A = P.B.P~!

)

La relation ”est semblable & ” est une relation d’équivalence sur M,,(K) :
A est semblable a A. Si B est semblable a A alors A est semblable & B. Si A est semblable a B et
B est semblable a C alors A est semblable a C.

Cela revient a dire que A et B représente un méme endomorphisme wu.

Remarque 1
Si A et B sont semblables alors rg(A) = rg(B).

1.2 Trace d’une matrice carrée ou d’un endomorphisme

On appelle trace d’'une matrice carrée la somme de ses coefficients diagonaux :

n

Si A= (a) € Mu(K), Tr(A)=3 a

i=1

L’application Tr : A — Tr(A) est une forme linéaire.

Si A e M,(K) alors | Tr(*A) = Tr(A)

Si A et B sont dans M,,(K) alors| Tr(AB) = Tr(BA)

Invariance par similitude :

Si A est dans M,,(K) et si P est dans GL,(K) alors | Tr(P~'AP) = Tr(A)

Ce qui revient a dire que deux matrices semblables ont meme trace.
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En dimension finie, on définit alors la trace d'un endomorphisme u € Z(FE) comme étant la trace

de sa matrice dans une base B de E : | Tr(u) = Tr(Matp(u))

Exemple 1
Montrer que pour tout projecteur p, Tr(p) = rg(p).

2 Déterminant d’une matrice carrée

2.1 Définitions

Definition 1
Soit f: M,(K) — K.

1. f est multilinéaire si pour tous (Xi,...,X,) € M, 1(K)" et i € [1,n], application
XeM1(K)— f(Xq,...,Xi-1, X, Xiq1,...,X,) est une forme linéaire.

2. La forme linéaire f est alternée si pour tout (Xi,...,X,) € M,1(K)" f(Xy,...,X,) =0
des lors qu'il existe i # j tel que X; = X.

3. La forme linéaire f est antisymétrique si V(X1,...,X,) € M, 1(K)™ et ¥(4, ) € [1,n]? tel
que 1l <1 <j<n

f(Xl, e 7X7L; . ,Xj, . ,Xn) = —f(Xl, e 7Xi—1an7X7L+1; e 7Xj—17Xi7Xj+17 e ,Xn)

Exemple 2

Soit f : My(K) — K une forme multilinéaire antisymétrique et alternée. Pour toute matrice
M = (Z Z) € My(K), exprimer f(M) en fonction de f(I5).

Proposition 1 antisymétrimétrique versus alternée

Soit f: M,,(K) — K une forme multilinéaire.

L’application f est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Proposition 2 Definition 2
Soit n € N, n > 2.

Il existe une unique forme multilinéaire alternée sur M,,(K) vérifiant f(I,) = 1.
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L’application est appelée déterminant, notée det.

aii ain aia ain
Notation : Si A = € M, (K), on note det(A) = | :
ap 1 Qnon an 1 Anon
Exemple 3
. a b a b
1. SiA= alors det(A) = = ad — be.
c d c d
a b c
2. SiA=|d e f],exprimer det(A).
g h i
\
2.2 Regles de calcul
e Linéarité par rapport a chacune des colonnes de la matrice :
el Ci+C} Cn C C Cn Ci Ci
!/ /
ai a; +ay; a1 n ai 1 A1 -0 Qg aj1 ay ;
= 4 '
/ /
Qp,1 %) + ami Anon Qp,1 Qp i Gpn Qp,1 an7z‘
1 AC; Ch Ch C; Chn
ai,1 >\a1,z o Aip ary o Q14 Q1.n
=\
Qp,1 )\an,i st Qpn Qnp,1 Ap g Qpon
AC1 AC; ACh C1 C;
>\(11,1 )\al,i )\al,n 11 a1
o Conséquence : det(NA) = | ' o=
/\a'n,l )\an,z )\an,n Qp 1 Qp 5
o Antisymétrie :
Cl Cz CJ Cn Cl C] Cz
ai Q1 aq,j a1n a1 - aq 5 ay;
Pouri#j:| ° ’ ' ==
an,1 Anj an,j Ap.n anp1 an,j Qp 5
e Conséquences :
ari ... 0 a1n

e Si une colonne est nulle, alors le déterminant est nul :

Chn
a1n

Cn
al,n

Qpn
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e Si deux colonnes sont identiques, alors le déterminant est nul :

Ch o C,;=C; Ch
al’l e al’l o« .. a’l’l ) a17n

=0
an,l ... an,l “ .. an,l “ .. an7n

e Plus généralement, si 'une des colonnes est combinaison linéaire des autres, alors le
déterminant est nul : si C; = E A;C; alors

J#i
C1 C; CJ' Ch C1 Cj Cj Cn
a v Qi e ay; o Qg R R T B ¢ AT S S
=D N . . . .1 =0
a/n’1 ) an’Z .. an’] “ .. a/n7n an71 IR an7j .. an’] IR an7n
NS >y
vV

Remarque 2 Effet des opérations élémentaires sur un déterminant

e Si on multiplie une colonne par un scalaire non nul : C; < AC;, alors le déterminant est
multiplié par .

e Si on échange deux colonnes C; <+ Cj, alors le déterminant est transformé en son opposé.

e Si on ajoute a une colonne un multiple d’'une autre colonne : C; < C; + A\Cj, alors le
déterminant reste inchangé.

e Plus généralement, si on ajoute a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes :
C; + C; + Z A;C;, alors le déterminant reste inchangé.
J#i
2.3 Propriétés

Proposition 3
V(A,B) € M, (K) x M, (K) Ve K

o | det(AB) = det(A)det(B) | On dit que le déterminant est multiplicatif.

o | det(MNA) = \'det(A), en particulier det(—A) = (—1)"det(A).

Proposition 4 Caractérisation des matrices inversibles
Si A e M, (K), alors
A est inversible <= det(A) # 0
1
det(A)

Et dans ce cas, det (A™!) =
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Remarque 3 Matrices semblables
On déduit de la propriété précédente que pour (A4, B) € M, (K) x M, (K)

Si A et B sont semblables alors det(A) = det(B).

Proposition 5
VA € M,(K), det(*A)=det(A)

Remarque 4

On en déduit que si 'on note C4,..,C,, et Lq,.., L, les n colonnes et les n lignes d’une matrice A
carrée d’ordre n , det(A) = det(Ch,..,Cy) = det(Ly, .., L,) et le déterminant est aussi une forme
multilinéaire alternée (donc antisymétrique) des lignes.

Le déterminant reste donc inchangé par toute opération élémentaire sur les lignes du type : pour
i # ket € K, Ly < L+ o;L; et transformé en son opposé par l'opération élémentaire :

2.4 Développement par rapport a une ligne ou une colonne
a1 -+ Aain
Notations : Soit A= | s e M (K).

Qp1 = Qpn

Pour (4,7) € [1,n]?, on note A;; la matrice obtenue & partir de A en supprimant la i®™° ligne et la

4™ colonne de A.

Definition 3 Mineur et cofacteur
Soit [1, n]?.

1. On appelle mineur d’indice (4,j) (ou du coefficient a;;) le scalaire, noté A;;, défini par
Aij = det(A”)

2. On appelle cofacteur d’indice (4, j) (ou du coefficient a; ;), le scalaire (—1)"A,; = (—1)"det(A;;).

Proposition 6 Développement selon une ligne ou une colonne

Soit A = (ai,j) € Mn(K)

e Développement par rapport a la j-éme colonne : | det(A) = Zai,j(—l)”inj
i=1

e Développement par rapport a la iéme ligne : | det(A) = Zai,j(_l)iJrinj
j=1
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Proposition 7

Si T = (tij)1<ij<n €st une matrice triangulaire alors | det(T') = Ht“

Exemple 4
11 --- 1
1 2 ... 2
1. Calculer A,, = ) )
1 2 n
3 1 0
, : 2 3
2. Déterminer, pour n € N*, A, = .
o
0 2 3

3 Déterminant d’un endomorphisme

Dans tout ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel de dimension n € N*
Soit u € Z(FE). On sait que les matrices de u dans les différentes bases de E sont semblables, alors

det (Matg(u)) = det(Matg (u))

Ce scalaire s’appelle le déterminant de u et se note det(u).

Proposition 8

1. Si u et v sont deux endomorphismes de E alors det(u o v) = det(u).det(v).

1

2. u € GL(E) <= det(u) # 0. Et dans ce cas, det(u™!) = det(a)”
et(u

~—

4 Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Dans tout ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel de dimension n € N* muni d’une base

B:(el,...,en).

Definition 4

Soit x1,...,x,, n vecteurs de E. On appelle déterminant de la famille (z1,...,z,) dans la base B
le déterminant de la matrice de la famille (z1,...,z,) dans la base B. On le note detg(z1, ..., x,).
T1 xT; Tn,
aip -0 Al o Aipi€
detg(zy,...,x,) =
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Remarque 5
1. detg(B) = det(1,) = 1.

E™ — K
X1, ., Ty) > detp(xy,... T,
chacune des variables x;), antisymétrique et donc alternée.

2. L’application ( ) est multilinéaire ( linéaire par rapport a

Proposition 9

Soient n vecteurs x1,...,x, de E.

(x1,...,x,) est une base de E si et seulement si detg(z1,...,z,) # 0.

5 Déterminant de Vandermonde

Definition 5 Déterminant de Vandermonde

Pour n > 2et (A1,...,\,) € K", on appelle déterminant de Vandermonde le déterminant suivant :
1T A A2 ot 1 1 .. 1
I X A2 oo At M N A,
VA, .. ) =1 1 Col= | A A2 A2
T L P VR

Remarque 6

Si P € K[X] est un polynome de degré n et unitaire (de coefficient dominant égal a 1), alors

Lo A - XTE P

Lo X A o T P(h)
V(AL Agn) =0 : :

L Xt A 0 At POus)

n
Que remarquez-vous pour P = H(X — )7
k=1

Proposition 10
Pour n > 2.et (A\1,...,\,) € K",

1A A2 e At
1 A A2 oo An!
V(/\b 7)‘TL): : : : ‘ - H ()‘J_AZ)
: : : : 1<i<g<n
1 Ay A2 ... n
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Exemple 5

Grace a un déterminant de Vandermonde justifier que si Ag,..., A, sont n + 1 scalaires distincts

alors
Y(20,...,2,) € K" 3P € K, [X] tel que Vi € [0,n] P(\) = 2

6 Polynomes d’interpolation de Lagrange

Proposition 11

Si ag, ..., a, sont n+1 scalaires 2 a 2 distincts, alors 'application ¢ : P — (P(ayp), ..., P(a,)) est
un isomorphisme de K, [X] dans K"

Definition 6

Soit ayg, . .., a, n+1 scalaires distincts 2 a 2.

On déduit de la propriété précédente, qu’il existe d’uniques polynomes Ly, ..., L, de K, [X] tels
que :

. Osii#k
2 P . —
V(i, k) € [0,n]* Lg(a;) = 0 { Lsiiek
La famille (Lo, ..., L,) s’appelle la famille des polynomes interpolateur de Lagrange aux n+1 points
ag, ...,y -

Ly = ¢ 1(ex) avec ey, le k™ vecteur de la base canonique de K,,[X].

Proposition 12

Soit ag, . .., a, n+1 scalaires distincts 2 a 2.
La famille (Lo, ..., L,) des polynémes interpolateur de Lagrange en ces n+1 points est une base
de K,,[X], et on a :

VP eK,[X] P=)Y Pla)L

k=0
En particulier Lo+ L+ ...+ L, = 1.
Remarque 7
Soit ayg, . .., a, n+1 scalaires distincts 2 a 2.
1 ap af ag
1 a; a? ay
Le déterminant de Vandermonde V(ag,...,a,) = |: = . | est le déterminant de la
1 a, a®> -+ a"

matrice de passage de la base des polynomes interpolateurs de Lagrange vers la base canonique de
K, [X].
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Remarque 8 Fxpression explicite des polynomes d’interpolation de Lagrange

Soit ayg, . .., a, n+1 scalaires distincts 2 a 2.

Par définition Vk € [0,n] Ly(ar) =1 et pour j # k Li(a;) = 0, on en déduit que

n

Vkelon] Li= ]]

J=Lj#k

X—CLj
ap — aj

7 Polynome d’endomorphisme ou de matrice carrée

Dans ce paragraphe E désigne un K-espace vectoriel.

p
SiP= Zaka e K[X], ue Z(E) et M € M,(K), alors :
k=0
e le polynome de 'endomorphisme u, noté P(u), est 'endomorphisme défini par :

P
P(u) = agldg + Z u®
k=1

e le polynome de la matrice M, noté P(M), est la matrice définie par :

p
P(M) = apl, + > ayM*

k=1

Remarque 9

e Si D est la matrice diagonale de coefficients diagonaux Ay, ..., \,, et P € K[X], exprimer P(D).

e Si PeK[X], M € M,(K) et U € GL,(K), exprimer P (U.M.U™") en fonction de P(M) :

Proposition 13
Soit u € Z(E), pour tout (P,Q) € K[X]? et tout o € K, on a :

(P +Q)(u) = P(u) + Q(u)
(AP)(u) = \.P(u)

(PQ)(u) = P(u) 0 Q(u) = Q(u) o P(u)

de méme avec une matrice M € M,,(K).
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Definition 7 Polynome annulateur

Soit P € K[X], u € Z(F) et M € M, (K).

Le polynoéme P est appelé polynéme annulateur de u (resp. de M), si P # 0 et P(u) = 0¢(g)

(resp. P(M) = O,,).

Exemple 6

Un polynome annulateur de :
e p projecteur de E est :

e s symétrie vectorielle est :

e J, la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1 est :

0 -1 -1
e M =11 2 1 est :
1 1 2

Proposition 14

e Toute matrice M € M,,(K) admet un polynéme annulateur (de degré au plus n?).

e En dimension finie, tout endomorphisme v admet un polynéome annulateur.

Exemple 7
R[X] — R[X]
Q— XQ

L’endomorphisme w : n’admet pas de polynome annulateur.

Utilisation d’un polynome annulateur :

e Puissance d’endomorphisme ou de matrice :

Si P est un polynome annulateur de u ou de M, par division euclidienne de X7 par P, on
peut calculer v/ ou M7 pour tout entier j.

e Inverse de matrice ou d’endomorphisme

Si P est un polynéme annulateur de u (resp. de M) tel que P(0) # 0 alors u (resp. M) est
inversible et on peut exprimer u~! (resp. M~!) comme un polynéme en u (resp. M).

Exemple avec la matrice M précédente pour le calcul de M* et la recherche de M~1.
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8 Espace produit et somme de sous-espaces vectoriels

8.1 Espace produit de sous-espaces vectoriels

Si Fy,...,E, sont p sous-espaces vectoriels d'un méme espace vectoriel, on définit le produit
cartésien Ey X --- x E, par :

Ey X Ey x ... x Ey={(z1,29,...,2,), Vi € [1,p], z; € E;}

Proposition 15

1. Fy x -+ x E, muni des lois ci-dessous, est un K-espace vectoriel :
o (xl,...,xp)—i—(yl,...,yp) = (x1+y1,...,xp+yp)

o \(x1,...,xp) = (Axy,..., Axp).

2. Si By, ..., E, sont de dimension finie alors leur produit F; x - - - X £, est aussi de dimension
finie et

dim (By x -+ x E,) = dim(E;)
=1

En particulier, si £ est de dimension finie, £ X --- X E = E" et dim(E"™) = n.dim(E).

8.2 Sommes, sommes directes, sous-espaces supplémentaires

Cas de deux sous-espaces vectoriels

Definition 8 Somme

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On appelle somme de F' et de G I'ensemble des vecteurs de F qui sont la somme d’un vecteur de
F et d’'un vecteur de G. On le note F' + G.

reEF+G<—=3J(y,2) e FxG, x=y+=z

Proposition 16
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

1. F' 4+ (G est un sous-espace vectoriel de E.
2. FCF+GetGCF+G.

3. Soit H un sous-espace vectoriel de E.
Si FC Het G C Halors F+G C H.

Ainsi F' + G est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace vectoriel contenant F' et

G.
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Definition 9 Somme directe

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
On dit que la somme F' + G est directe lorsque :

Vee F+G 3M(y,z) e FxG, xz=y+=z

Proposition 17 Caractérisation
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

La somme F + G est directe <= F NG = {0}
On note alors F + G = F & G.

Definition 10 Sous-espaces supplémentaires

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

On dit que F' et G sont supplémentaires dans E lorsque tout vecteur de E se décompose de maniere
unique comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G :

Vee E, N y,2) e FxG, z=y+z

E=F+d(d

Cequ1rev1entaE:F@Gouencorea{ FOG={0}°

Exemple 8
1. SiE=RR, F={fcE, festpaire}etG={fcFE, festimpaire}alors E=Fa®G.

2. SiE=R[X], F=Ry[X]et G={Pe€ E, P(0)=0}alors E=Fa®G.

3. ST E=M,(K)et FF= et G = alors E = F & G.

Proposition 18 Recollement de bases

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F.

Si (eq,...,ep) est une base de F' et (ep41,...,e,) est une base de G alors B = (eq,. .., e,) est une
base de FE.

Cette base B est obtenue par recollement des bases de F' et (G, on dit aussi que c¢’est une base
adaptée a la décomposition £ = F & G.

Proposition 19 Formule de Grassmann

Si E est de dimension finie et si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

En particulier dim(F & G) = dim(F) + dim(G).

On en déduit qu’en dimension finie, on a :

B E=F+G FnG={0}
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Proposition 20 Base adaptée a un sous-espace

Soit ' de dimension finie égale a n et soit F' un sous-espace vectoriel de F.

Si (eq,...,ep,) est une base de F' alors, d’apres le théoréme de la base incomplete, il existe des
vecteurs €1, ..., e, tels que B = (eq,...,e,) soit une base de E.
B est appelée base de E adaptée au sous-espace vectoriel F'.

Et G = Vect(ept1, ..., e,) est un supplémentaire de F dans E.

Cas de p sous-espaces vectoriels

Definition 11 Somme de p sous-espaces vectoriels
Soit Ey, ..., E,, p sous-espaces vectoriels de E.
On appelle somme de E},. .., E, 'ensemble des vecteurs de £ qui sont la somme d'un vecteur de
p
Ey, et d'un vecteur de Ej, ..., et d'un vecteur de £,. On le note Z By -
k=1

Soit © € E,

P P
xEZEk<:>3(x1,...,xp)€E1><---><Ep x:Zxk
k=1 k=1

Proposition 21

Soit Ey, ..., E, p sous-espaces vectoriels de F.

p
1. Z E}. est un sous-espace vectoriel de E.
k=1

p
2. Vie[lpl, EC) E
k=1

3. Soit H un sous-espace vectoriel de F.

p
SiVie[l,p], E;C H alors ZEk C H.

k=1
P
Ainsi Z Ej; est le plus petit sous-espace vectoriel contenant F, ..., [,.
k=1
Definition 12 Somme directe
Soit Ey, ..., E,, p sous-espaces vectoriels de F.
P P p
On dit que ZE’“ est directe lorsque : Vx € ZEk’ Mzq,...,2p) €EEL X -~ X E, x= Zwk
k=1 k=1 k=1

p p
Dans ce cas on note : g E. = @ E;.
k=1 k=1
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Proposition 22 Caractérisation

Soit F1, ..., E, n sous-espaces vectoriels de F.
p
La somme Z E) est directe si, et seulement si
k=1
p
V(z1,...,2,) € By X -+ X Ep, Zxk:0:>x1:x2:...:xp:0
k=1

Remarque 10 Attention

Ey={(x,y) e R?, =0}, Ey={(x,y) e R?* y=0}et B3={(z,y) € R? =y} sont trois
sous-espaces vectoriels tels que Ey N Ey = By N B3 = B3N By = {0} mais la somme F; + Fy + Fj3
n’est pas directe.

Definition 13 Sous-espaces supplémentaires

Soit Ey, ..., E,, p sous-espaces vectoriels de F.

On dit que Ey, ..., E, sont supplémentaires (dans E) lorsque :

p
Vee E, 3zi,...,7p) € By X -+ X E, x:Z:L‘k
k=1

P P P p
Ce qui revient a : £ = Z E; et Z E, = @ E}, ou plus directement £ = @ E;.

k=1 k=1 k=1 k=1

Proposition 23 Somme et dimension

p
Si Ey, ..., E, sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie, alors E E; est de dimension finie

i=1
et

bS]

p
k=1

avec égalité si, et seulement si la somme est directe.

Definition 14 Base adaptée a une somme

On suppose que E est de dimension finie égale a n.
Soit Ey, ..., E,, p sous-espaces vectoriels de F.

p n p
o | £ = @ E, = Z E; est une somme directe et dim(E) = Z dim(E;)
i=1 i=1 i=1




PSI Chapitre 05 Rappels et compléments d’algébre linéaire 15

p
e On suppose que E = @ E; et que Vi € [1,p] B; est une base de E;.

i=1
p

La juxtaposition U B; est une base de F, appelée base adaptée a la décomposition en somme
i=1

directe de E.

Proposition 24 Sous-espaces supplémentaires par fractionnement d’une base

Si (ei)iens - - - (€i)icr, sont p familles de vecteurs de E telles que (e;)ie|y, 1, soit une base de E alors
p
E= @ Vect(ei)igk .
k=1

9 DMatrices par blocs et sous-espaces vectoriels stables

9.1 Matrices par blocs
9.1.1 Ecriture d’'une matrice par blocs
ai . e alp

Soit A = | e M, »(K). Soient i € [2,n — 1] et j € [2,p — 1], on peut faire

a/nl DR anp
apparaitre la ligne d’indice ¢ et la colonne d’indice j :

L N N T W
Qi1 Gig Gigrr ot Gip
A=
Qip11 " Qi1 Qi415+1 " Qitlp
ni 0 Gng  Augt1 c00 Anp
L aij+1 00 dip
Notons B=| : C e M (K), C= : ol e Mip—i(K),
@i o Qi Gij+r -t Gip
Ait1,1 7 Giplp Ai+1+1 °° Qitlp
D= : : eEM,_;(K)et E= : : € M_ip—i(K)
an1 0 Ong ngj+1 0 Onp

On peut écrire la matrice A par blocs, de la fagon suivante : A = (lB) g)
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9.1.2 Opérations par blocs de tailles compatibles

Proposition 25 Addition et multiplication par un scalaire ou une matrice

: B C , B '
Soient A = (D E) eM,,(K)et A = (D’ E’> e M, ,(K)et A e K.

B+ )\B C+ AO’)

. . : !
Si les blocs sont de tailles compatibles, A + A\A" = (D D' E 4+ A\E

Proposition 26 Produit par blocs
Ly
1. Soit A € M,,,(K), on peut écrire A= | : [ = (Ci---Cp).
Ly,
Si B € M,,(K) alors BA = (BC; --- BC,).

, B C ,_ (B C
2. Soient A = (D E) eM,,(K)et A = <D’ E') € My, (K).

: : : BB'+CD" BC'+CFE
/ A
Si le produit BB’ existe, alors AA" = <DB/ ED DC’ EE/)

Plus précisément, si le produit BB’ existe, alors on peut effectuer tous les produits de la
formule, et on a [’égalité.

Un produit par blocs s’effectue comme si les blocs €taient des coefficients.

Proposition 27 Transposition par blocs

BT DT

Si A= (IB; g) € M, ,(K), alors AT = (CT ET) € M,,(K)

Ainsi pour transposer une matrice écrite par blocs, on modifie [’ordre des blocs comme s’il s’agissait
de coefficients et on les remplace par leur transposée.

Remarque : Les formules précédentes se généralisent au cas de matrices écrites avec un nombre
de blocs supérieur a 4.

La formule du produit par blocs est la méme que celle avec des coefficients, a condition que les
tailles des blocs soient compatibles.

9.1.3 Cas d’une matrice carrée

Definition 15

1. Une matrice triangulaire par blocs est une matrice de M,,(K) de la forme :

An A o Ay
O A22 :

A= avec, pour tout ¢ € [1,p], A; une matrice carrée.

O - 0 A,
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2. Une matrice diagonale par blocs est une matrice carrée de M,,(K) de la forme :

Ay, O - O
O A22 : . . ,
A= avec, pour tout ¢ € [1,p], A; une matrice carrée.
N0
o -+ 0 A,
Exemple 9

e Matrice d'un projecteur : £ = Im(p) & Ker(p) = Ker(p — Idg) & Ker(p) dans une B base
adaptée on a Mp(p) = (O O).

e Matrice d'une symétrie : F = Ker(s — Idg) ® Ker(s+ Idg) et dans une base B adaptée
@)
MB(S) = (O >

Proposition 28 Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

SiAe M,(K), BeM,,_,(K)etCecM,_,(K), alors

det (g g) — det(A).det(C)

On peut généraliser :
. S
o : , Ay
SiVie[l,p] A; est une matrice carrée alors det

O ... 0 A

9.2 Sous-espaces vectoriels stables

Dans tout ce paragraphe, u et v désignent des endomorphismes de 1’espace vectoriel E.

Definition 16 Sous-espace vectoriel stable, endomorphisme induit

Soit F' un sous-espace vectoriel de F et u un endomorphisme de FE.

On dit que F' est stable par u lorsque u(F) C F :
VeeF, u(z)eF

Dans ce cas, on appelle endomorphisme induit par u sur F, 'application v € Z(F') définie
par :
Ve e F ou(z) =u(z)

Proposition 29 Caractérisation de la stabilité d’un sous-espace

On suppose ici que F est de dimension finie égale a n et que F' et (G sont deux sous-espaces vec-
toriels supplémentaires dans F.

On note (eq,...,e,) une base de F, (ep41,--.,¢€,) une base de G et B = (e1,...,€p, €p41,...,6,) la
base de E adaptée a la décomposition £ = F & G.

On note aussi A = Mp(u), et on écrit A par blocs : A = <A1 A ) avec A; € M,(K).

2
As Ay



PSI Chapitre 05 Rappels et compléments d’algébre linéaire 18

1. F est stable par u si et seulement si As =
2. (G est stable par u si et seulement si Ay =

3. F et G sont stables par u si et seulement si A est

Remarque 11
On déduit de ce qui précede que si F' est un sous-espace vectoriel de F et B une base de E adaptée

a F, alors :

F est stable par u si et seulement si la matrice de u dans B est de la forme A = <g g), avec B

la matrice de I’endomorphisme induit par u sur F'.

Proposition 30 Généralisation a une décomposition de E en somme directe

On suppose que Fi, ..., F, sont des sous-espaces vectorielssupplémentaires dans E et que E est de
dimension finie. On note n; = dimFj.

p
Soit B une base de E adaptée a la décomposition F = @ ;.
i=1

Ay, O -+ O
. , . @) AQQ : N
Vi € [1,p], F; est stable par 'endomorphisme u <= A = ou A est la
S .0
O -+ 0 A

matrice de u dans la base B.
De plus dans ce cas, pour tout ¢ de [1,p] la matrice A;; est la matrice de 'endomorphisme induit
par u sur Fj.

Proposition 31

Si u et v sont deux endomorphismes de £ qui commutent alors le noyau de u est stable par v.
On en déduit que pour tout polynome P, le noyau de P(u) est stable par w.



