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1 Autour de l'intégrale de Dirichlet
Partie I -

— cos(xt)

[LA- Pour tout = > 0, la fonction u : t — et la fonction f sont de classe C* sur [a, b],

on en déduit par intégration par parties, gue pour tout x > 0 :
b b b
I@) = [ sosinGea= [ sou@a= fouol - [ 7o

) = f(a) cos(ax) — f(b) cos(bx) N 1/ £1(t) cos(at)dt

T i

Pour tout z > 0 et tout ¢t € [a,b], on a : |cos(xt)| < 1, d’ou par inégalité triangulaire dans
R puis pour l'intégrale sur un segment :

Vmw,o<mwK§QﬂM+U@H/Wﬂmm>

b
On en déduit par encadrement que lim |/(z)| =0 et donc| lim / f(t)sin(xt)dt = 0.

T—+00 T—>+00

sin(nt)
sin(?)

[.B.1) e La fonction fj est nulle sur [O, g} donc Jj existe.

[.LB- On note J, = /2 dt, pour n € N.
0

sin(nt)
sin(t)
donc f est prolongeable par continuité en 0, et on en déduit que
Jn, qui est faussement impropre en 0, existe pour tout n € N*.

e Pour tout n € N*, la fonction f,, : t —

Y

: m nt
est continue sur }O, 5} avec f,(t) e

™

[.B.2 ) Par calcul direct : Jy =0, J, = g, Jy = /2 2 cos(t)dt = 2.
0

En utilisant : sin(3t) = 3sin(t) — 4sin®(t) = 3sin(t) — 2sin(¢)(1 — cos(2t)), on obtient :

™ ™

_ [9osin(3t) . [9 cos T
Jg_/o Sin(t)dt_/o (1 +2cos(21)) dt = 7

[.B.3) Par relation trigonométrique, pour ¢ €0, 5] :

sin(nt) —sin((n — 2)t) = 2sin (W) cos <nt + (721 - 2)t)

= 2sin(t) cos((n — 1)t)

On en déduit par intégration sur un segment que | J, — J,_o =




PSI

1.B.4)

Un corrigé du D.M. n°01 2

e On déduit de I'égalité précédente que : Yk € N*  Jopyq = Jop_1, la suite (Jori1)r est

T
constante donc | Jop1 = J1 = 5

e Pour tout k € N*,

o sin(kr —7/2)  _sin(w/2 —kn)  _cos(km) _(—1)F!
Sk = Jp =20 = S = 2 = 2

n n -1 k+1
donc Z (Jor — Jop—2) =2 Z %, par télescopage puisque Jy =0 :
k=1 k=1

n (_1)k+1

2k —1
k=1

Jon =2

_1)k+1

De plus la série alternée E ( vérifie le critere spécial des séries alternées puisque

2k -1

) est décroissante et converge vers 0. Js, s’écrit bien comme la
keN*

1 )
a suite (Zk 1

somme partielle d'une série convergente.
Ceci implique que la suite (Jor)r converge, mais cela n’a pas vraiment d’intérét ici.

D’apres les relations trigonométriques, on peut écrire :

sin(nt) — sin((n — 1)t) _ sin(nt) — sin(nt) cos(t) + sin(t) cos(nt)
sin(¢) sin(t)
B sin(nt)(1 — cos(t))
= cos(nt) + 5 9 cos(t/2)
sin(nt) —sin((n — 1)t) cos(n 2sin®(t/2) sinln
Sin(t) = cos(nl) + 59 con(ty2) SR
et donc

Ip — o1 = /2 cos(nt) + tan(t/2) sin(nt)dt
0

La fonction t — cos(nt) est continue sur le segment [0, 7/2], alors par linéarité et apres
calcul de la premiere intégrale, on obtient :

: 2 w/2
Ip — 1 = sin(n/2) —l—/ tan(t/2) sin(nt)dt
n 0
La fonction ¢ — tan(¢/2) est de classe C! sur le segment [0, 7/2], donc par le résultat de
: 9 .
la question 1) et par encadrement pour M, on a 1_1:{1 (Jn = Jn-1) = 0.
n n oo

On sait que Jop_1 = g, le résultat précédent donne donc klirf <J2k - g) = 0 et finale-
—+00

T
ment les suites (Jox ) et (Jokt1)r convergent toutes deux vers 5 On a donc



PSI

LB.5) D'aprés ce qui précede, Jo, =2 (
k=1

[.C-
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n _1)k+1 n—1 (_1)i

o1 > 251 par convergence de la suite

T
(Jop)n vers BL on obtient :

[.C.1) Soit @ un réel strictement positif et n € N*.

1eére méthode :

sin(nt)
sin(t)
tient de fonctions continues sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur ’ensemble
considéré.

On remarque que f, est paire et 27-périodique, on va montrer que f, se prolonge par
continuité sur [0, 7], et alors elle se prolongera par continuité sur R.

fn est prolongeable par continuité en 0 (voir question 1.B.1)).

La fonction f, : ¢t — est définie et continue sur R\ {kw, k € Z}, par quo-

Pour ¢ au voisinage de 7, on peut écrire t = m 4 h avec h au voisinage de 0 et alors

sin(nm +nh)  cos(nm)sin(nh)  (—1)"sin(nh)

Jalt) = Jalmth) = sin(r +h) —sin(h) - sin(h) =(=1)

i1 Sin(nh)
sin(h)

On en déduit que }im fult) = ]llin% fa(m 4+ h) = (=1)"*'n et donc £, est prolongeable par
-7 —

continuité en 7.

Finalement, f est prolongeable par continuité sur R et donc particulierement sur [0, al
avec a > 0.

“ sin(nt)

* t
L’intégrale / fa(t)dt = / ———=dt existe donc.
B o sin(t)

Inde méthode :

Soit @ > 0, il existe un unique p € N tel que a € [pm, (p + 1)7] < = {EJ). On peut
m
écrire
. sin(nt) .
[0,a] = [0,7]U[m, 27| U...U|pr,al], or la fonction f, : t — — 0 est continue sur tout
sin

intervalle |k, (k + 1)n[ avec k € {0,...,p — 1}.
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En notant ¢t = km + h avec h au voisinage de 0 (pour que t soit au voisinage de k7), on
obtient, par relations trigonométriques :

sin(nh) cos(nkm)  sin(nh) (—1)"* ~ (1)L

fn(t):fn(kﬁ—i_h): sin(h)COS(lﬁT) B Sin(h) (_1)k 0

donc tlirl? falt) = ;llir% falkm 4+ h) = n(—=1)""Y* et finalement f, est prolongeable par
—km —

continuité en tout point k.

On en déduit que f,, se prolonge par continuité sur [0, a], d’ou 'existence de / fa(t)dt.
0

1
[.C.2) Soit a €]0,n[. La fonction f : z — — — —
r  sin(x)

(0 < a <, donc x et sin(x) ne sont pas nul pour x €0, al).

est clairement de classe C! sur 0, a]

On rappelle que si f(x) =a+ bx + o(x) alors f est dérivable en 0 avec f'(0) = b.

Cherchons donc un développement limité a I'ordre 1 en 0 de f pour montrer que f est
dérivable en O :

ZL’3

sin(x) ] + o(x?) et

—1—
503 u+ o(u)

On en déduit que
sin(z) — x

flz) =

x sin(x)

x—‘g—?+o(x3)—x

z(x + o(x?))

=l

3
6 + 0(5(33)
22 4 o(x3)

=l

—5 +o(x)
1+ o(x)

=l

= <—% - 0(93)) (1 —o(x))

flx) = 5

On a donc hH(l) f(z) =0= f(0) et f est dérivable en 0 avec f'(0) = ~5
z—

Vo G}O,CL], f'(x) _ —_1 . COS(.Z') _ x? COS(l’) — sin ($)

2 sin’(x) 22 sin’ ()

2
On sait que cos(z) =1 — % + o(z?) au voisinage de 0 alors

f’(x):x —x*/2 — (x — 2°/6 + o(z?)) oz —x*/2 — 2" 4 227 /6 + o(z?)

xt + o(z?) xt + o(z?)




PSI Un corrigé du D.M. n°01 5

1
, . . / — = /
On en déduit que :}cli%f (x) = 5 1(0).

f est finalement de classe C' sur [0, a].

1.C.3) Pour a €]0, 7.

sin(nt
La fonction t (nt) est continue sur ]0,a] et se prolonge par continuité en 0
sin(nt nt
(lim (nt) = lim — = n), donc on peut écrire :
t—0 t t—0 ¢

/Oa sinint) g /Oa S;?rfgt)) Yy /Oa s

La fonction f est de classe C! sur [0, a] alors par application de la propriété vérifiée dans

la question 1., on a :
lim ( / “sinnt) g, / " sin(nt) dt) _0
n——+00 0 t 0 sint

[.C4) e Sia= g alors

/2 L /2 L /2 L
lim ( / sin(nt) g, _ / sin(nt) dt) —0= lim ( / sin(nt) gy Jn>
n—+oo \ fg t 0 sint n—+oo \ Jg t

. . m .. .
Puisque lim J, = —, par somme de limites finies, on a :
n—-+oo 2

[0, 7
n—+oo Jq t 2

T
e Sia< o> par relation de Chasles, on peut écrire :

a /2 3 1
/ Mdt = / Mdt - / — sin(nt)dt
0 t 0 t a t

1
La fonction ¢ — 7 est de classe C! sur [a, 7 /2] alors par le résultat de la question 1.,

21
on sait que lim —sin(nt)dt = 0 et par somme de limites finies, on a :
n—+oo J, t
* sin(nt T
lim / sin(nt) g, _ T
n—+oo Jq t 2

e Sia> g, par relation de Chasles :

a ¢ T/2 o " aq
/ Mdt = / mdt + / — sin(nt)dt
0 t 0 t x t
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1
La fonction ¢ — n est de classe C! sur [7/2, a] alors par le résultat de la question 1.,

1
on sait que lim n sin(nt)dt = 0 et par somme de limites finies, on a :

n—-+o0o a

lim /a Stnn?) dt =1

Finalement on a toujours :

[ 500T
0

n—r+oo t 2

u
changement de variable affine t = — on a :
n

/”” sintdt _ /” sin(nu) du
0 t 0 u

D’apres le résultat de la question précédente,

nm : t ™ . t
lim El@:lmb/$ﬁwmzf
0

n—-+oo 0 n—-+oo 2

sint

v sint
On note F': x / Tdt. En considérant la fonction ¢ — 5 prolongée par continuité
0

en 0, F est définie sur R™.

. € .
Soit x > 0, notons n, = L—J alors n,m < x <nym+met donc lim n, =
T T—+00

NgpT : t X : t
H@:/ %AH/ %ﬂt
0 Ng T

€T : t €T xT 1 €T 1
/ SN g g/ dtg/ —dtg/ dt
ngm b NeT S ngm NaT

* sint T — N,T T
/ —dt| < <
nam b Ny T Ny T

On peut écrire :

On remarque que

sint

et donc

Par théoréme d’encadrement on a :

xr : t
lim M =0
T—+00 - t
On en déduit que :
) . T sint ) "sint T
lim F(z)= lim —dt = lim —dt = -
r——+00 T——+00 0 t n—4o00 0 t 2

*sint T T sint
lim —dt=—- = / —dt =1
z—+0o J t 2 0 t
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sin(t)
t

+00 T
On posera I} = / dt = —.
0 2

Comme vu précédemment, on peut considérer la fonction ¢ — prolongée par conti-

sin(t)
] t
nuité en 0.

e Pour k£ € N, en effectuant le changement de variable affine ¢ = u 4+ k7 on obtient
/("C“) sin(t) ‘ di — /7r | sin(u + k)| du
ko t 0 u + k"ﬂ_
Or sin(u + km) = (—1)Fsin(u) et donc |sin(u + kn)| = |sin(u)]|, or Yu € [0, 7], sin(u) >0

(k4+1)m | o3 T o
finalement / sin(t) ' dt = / M du
k7 t 0 Uu + kﬂ_

sint

dt

sin(t)
t

+oo
} est intégrable sur |0, +oo] alors l'intégrale /
0

e Si 'application [t —>

s o . . smt
converge, et par caractérisation séquentielle dt admet une limite finie lorsque n

0

tend vers +o0.

Soit n € N*, par relation de Chasles et en utilisant I'égalité trouvée précédemment, on peut

écrire :
nw (k+1)m sinu
dt = dt =
/ z /,m z / S

' 1 1 sin(u) sin(u)
0 keN 0,7 al < <
vpour k€ Nosiu € [0 alors e S 0 @ v r S u ke

sint sm t

t

donc par

intégration sur [0, 7] et somme on a :

n—1 T
Z sin(u)du
b P R

/ sin(u)du = [— cos(u)]; = 2, on a donc :
0

sm t

/m sin ¢ d 2 1

0 7rk:0k:+1
" sin(t 2 w1
/ Sln()‘dt}— 1
0 t T k
k=1

On sait que la série harmonique E z diverge, et comme c’est une série a termes positifs,
1
la suite de ses sommes partielles E 7| qui est croissante, diverge vers +o00.
k=1

sm t
Par comparaison sur des suites, on en déduit que lim dt = 400 et donc

n—-4o00 0

sint
la fonction ¢ — —~ n’est pas intégrable sur ]0, +-o0].
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Partie II -

IT.A- Soit n > 2. L’application |t +— smt( )) est continue sur |0, +oo[ et prolongeable par

continuité en 0 (sin(t) ~ t). De plus

Ve > 0 ‘(smt(t)) ‘: | sin(t)] < 1

tn tn

: : 1 .y sin(t)
et on sait que pour n > 2, la fonction ¢ — m est intégrable en +oo0, donc t — 5

sin(t)
t

est aussi intégrable en 400 et | 'application {t — ( ) } est intégrable sur |0, +ool.

+oo . n
On pose : I, = / (sn;(t)) dt.
0

-1
I1.B- Les fonctions u : t + sin®(t) et v : t = — sont de classe C! sur ]0, +o0.

sin(t) ~ t, alors u(t)v(t) > t et donc 15% u(t)v(t) = 0. On a aussi lim w(t)v(t) = 0 par

t—-+o0
produit d'une fonction bornée avec une fonction de limite nulle.

+oo
Alors par intégration par parties puisque Iy = / u(t)v'(t)dt converge on a :
0

L, = [u(t)v(t)]aroo—/0+oou’(t)v(t)dt

L[,

t

t

+00 3
sin (2t
I = / 2)
0
Par le changement de variable affine u = 2¢, on a aussi :

00 qin(2t +00
12:/ %()dt:/ &(“)du:h
0 0

u

I1.C- Soit n € N, avec la méme méthode qu’en question I.LE (relation de Chasles et changement
de variable affine ¢t = u + k7), on peut écrire

+o0 . t 2n+1
Iy = / (SH;()) dt
0

= 1 — dt
am > [ ()

k=0
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N . 2n+1
, ™ (sin(u + k)
I, = 1 —_— d

2+l N—IH}OO;/ ( u+ km > “
T Ve o 2n+1

— dm Y / (M) at

N—+o0 £ [ u+ km

T . 2n+1
= Jtim Yo [T (SR,
0

u+ km

o0 N T Sin(U) 2n+1
b = 30 [ ()

k=0
+00 L:.42n f2n
sin“"*(t sin“" (¢
II.D- e Pour n € N*, I,, = / t2"( )dt. La fonction t +— t2"( ) est intégrable sur |0, +o0],
0

positive et non identiquement nulle sur |0, +oo[ alors par stricte positivité de l'intégrale on
sait que I, > 0.

—+00 T Sln(u) 2n+1 —+00
e Pour n € N, on a Iy, = Z(—l)k/ (—) du = Z(—l)kak avec
0 k=0

—~ u+ km

™ [ sin(u) antl
ap = / <—> du > 0. On peut écrire :
0o \u+km

+oo
12n+1 =ag— a1+ Z(—l)kak
k=2

Pour k € N, Vu €]0,7[, 0<u-+kr <u+ (k+ 1)7 et sin(u) €]0, 1] donc
sin(u) sin(u)  sin(u) o 1
u+ (k+1)7m  u+knm kr  km

et par stricte croissance de la fonction ¢ — ¢" sur R et intégration sur |0, 7|
7r

0 <apyr <ap < e

La suite (ay) est donc strcitement décroissante et converge vers 0, on en déduit que la série
alternée >_(—1)kay, vérifie le critere spécial des séries alternées.

+oo
On sait alors que les reste Ry = Z(—l)kak est du signe de son premier terme (—1)%ay,

k=2
donc IQn+1 =qy—a1+ Ry =2 a9—a; > 0.

Finalement Vn € N [, > 0.

2 Calcul d’une intégrale

1

+oo
1. Pour tout réel z €] — 1,1], F(z) = Erom i
our tout réel x €] [, on pose F(z) /0 2 Lot + 1



PSI

+oo
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0
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Pour z €] — 1, 1], et pour t € R, on peut écrire :

+2rt+1=(t+a)’+1—2">0

On en déduit que pour tout x €] — 1,1[, la fonction f, : t — ————— est continue sur
12+ 22t 4+ 1
[0, +00[, de plus
1
x t) ~ —
f ( ) +oo 12

1
d’apres les intégrales de Riemann la fonction t +— o est intégrable en +o00, alors par

comparaison f, est intégrable en 400 et finalement f, est intégrable sur [0, 4o00].

+o0o 1 )
YV E] — 1, 1[, F(iL‘) = /0 mdt existe.

De plus pour tout x de | — 1, 1],

+oo
F(z) = dt
(@) /0 (t+2)2+1—a2

et finalement

Vre]-1,1, F(z) /+OO L L (T et °
J— — - - @ — — ar n -
x y Ll x . Paromtil T3\ 2 arcta —

Pour x €] — 1,1], = arcsin(z) et donc

T
arctan [ ——
(ﬂ - :c?)

7T x . -\ 7/ . 7/
5~ arctan Wi = arccos(x), mais la premiére égalité n’est pas au programme offi-
x

ciel, donc il faut le démontrer si on veut l'utiliser. On laissera donc sous la forme encadrée
ci-dessus.

1
—dt.
t24+at+0b

1

Puisque a? —4b < O on sait que b > O et Vt € R, t>+at+b>0,deplus ———— ~ —,
4 q PUS a1 b 1o 12

donc l'intégrale G(a, b) converge.

On peut aussi écrire
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On en déduit, par le changement de variable affine t = uv/b, que

du

Gla,b) 1/ﬂo :
a,b) = —
’ vbJo  w+25%u+1

1 a
Y(a,b) € R?, 2 4b<0=G ,bz—F(—)
(@) € R a @ =7F (5%

3. Poura>0eta?—4b<0,Vx € R, 22 —azx+b>0et2?+axr+b>0 (polynéme du
second degré sans racine réelle de coefficient dominant positif). On cherche deux réels A et
1 tels que :

X?+1 XM+ X +
(X24+aX +b)(X2—aX +b) X24+aX+b X2—aX+b

O(X) =

Par réduction au méme dénominateur et identification des numérateurs, on obtient :

AX + X +

O(X) = — X?4+1= (-2 a+2u)X?>+2b
X = rax s T X2 —ax 10 1= (=240 4 2) X7+ 2bp
. . , R 1 1-b
et par unicité des coefficients d’'un polynome, on a : | y = % et \ = 5

a

1
4. En raison de la question précédente, et puisque le polynome P(X) = X4 + X2 + 3 n’a pas

de racine réelle (polynome du second degré en X?), on va essayer de trouver deux réels a et
b tels que a > 0 et a® — 4b < 0 vérifiant :

1
X4+X2+§:(XZ—aX+b)(X2+aX+b)

Par développement puis identification des coefficients des polynomes, on doit avoir

a>0
a2 —4b <0
1
b ==
2
2—a’=1

1
cequidonnebzﬁeta:\/\/ﬁ—l.

1
La factorisation dans R[X] de P(X) = X* + X? + 5 ost donc :

1 2
X4+X2—|—§:(X2—aX+b)(X2+aX+b) aveca—\/\/ﬁ—letb—\/?_.

1
5. La fonction 6 — ————— est continue sur le segment [0, 7], et
1 + sin*(0)

3 1 3 1
I= ———df= de
/0 1 +sin?(0) /0 14 (1 —cos?6)?




PSI Un corrigé du D.M. n°01 12

1
or V0 € [0, Z[, on sait que cos®f = Tl 0’ alors
1 B 1 B (1+ tan®6)?
1+ (1 —cos20)2 . . 1 2 (1+tan?6)? + tan 0

U 1+ tan?0

On a donc : _ ,
2 1+ tan® 60
I= 1+ tan® 60 dé
/0 (1 +tan )Qtan49—i—2tan29+1

On effectue le changement de variable = tan@ = () avec ¢ de classe C* sur [0, 5[, qui
réalise une bijection croissante de [0, Z[ sur [0, +oo avec ¢'(#) = 1+ tan® 60, donc puisque J
converge

, 1+ %) /+°° 1+ a2 1/+°°1+x2
I= = 2wt oz 41079
/0 ¢ (9)2904(9) +202(0) + T o 2zt+ 222+ 145 o Plz) o

1
avec P polynome défini dans la question précédente. En notant a = Vv2 —1let b= —

vl

\/57
on peut reprendre la factorisation de P(x) et la question 3. pour écrire :
1 [T Xzd4p AT+
I =- dx
2)y 2*4ar+b 22—ax+bd
aveca—\/\/ﬁ—letb—iA—l—_lj—lx/\/ﬁ—let —i—i
- TV T 2ab 2 SSRGS
On en déduit que )\:getu:b d’out
L [* az/2+0 —ax/2+b a [T 2z+4b/a 20 —4b/a
2)y 224ar+b 22—axr+b 8Jo a?>+ar+b 2?—ax+b
[:g/ﬂ’o 2+a  2r-—a N 4b/a — a 4b/a — a dr
8Jo 2?*+axr+b 22—ar+b 22+axr+b 22—ar+0b
On en déduit que :
a T 21 4a 20 — a
I = —|(4b/a—a)(G(a,b)+ G(—a,b — d
8<< /a—a)(Gla,b) + G(=e, >)+/0 ?+ar+b 2*—ax+b x)
a [ 4b— a? 2 +ar+b\]"
= = G(a,b) + G(—a,b In| ———
8( (Gl + Gl + [ (G )]
4b — a? 4b — a?
[ = ©(G(a,b) + G(—a,b)) = ——2 (F(a/Z\/E)+F(—a/2\/7))>
8 8v/b
a JR—
En reprenant la formule trouvée pour F(z) et en prenant + = —— et ©+ = ——, on trouve
p p (z) p NG TE
finalement :
_Ab—a® 7 , a?

Vb VI—a2 )
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V4b — a? /
aﬂaveca— 1etb—
4
%
On obtient donc : | | = / \/
0 1+sm

~
|

13



