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Exercice 1

Soit A € GL,(C) et | || une norme sur M,;(C), montrer que N : X > ||AX|| est une norme sur
M1 (C).

Exercice 2

AL

Soit x = (z1,...,2,) € C" et p € N*. On pose ||z||, = (Z ‘iUZ"p) :

i=1

Montrer que ||z]|c = pll)llloo |z]|p-

Exercice 3

Soit (E, N) un espace vectoriel normé, F' un autre espace vectoriel et f € L(E, F) un isomor-
phisme. Montrer que Ny :y € F'+— N(f~'(y)) est une norme sur F.

Exercice 4
Soit £ = C°([0,1],R). Soit (fn)nen= la suite de fonctions f, : x € [0,1] — /na".

1. Montrer que la suite (f,,)n,en+ n’est pas bornée pour la norme infinie.

[ 1
2. Montrer que la suite (f,,),en+ est bornée pour la norme Ny : f +— / FA(t)de.
0

1
3. Qu’en est-il pour la norme Ny : f — / |f(t)|dt?
0

Exercice 5
—+o0

Pour P € R[X], noté sous la forme P = Z a, X", on pose
k=0

“+o00
" |ax|
D> ak k

k=0

IPl| = Sup |P(x)] et N(P)=

o<z<i

+oo
_l’_

k=1
1. Montrer que 'on définit ainsi deux normes sur R[X].

2. Montrer que la suite (X™),en converge vers le polynome nul pour la norme || || et le
polynome 1 pour la norme N. Que peut-on en déduire ?

3. Construire une norme sur R[X] pour laquelle la suite (X"),en converge vers le polynome X.

Exercice 6
Soit £ = C'([a,b],K) et ¢ € [a, b].

1. Montrer que les applications N : f € E — || fllco + || f'|lcc €t Ne: f = |f(e)| + || f/]|co sONL
des normes sur L.

2. Montrer que N et N, sont équivalentes.

3. Net]| [ sont-elles équivalentes?
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Exercice 7

Soit E l'ensemble des fonctions f : [0, 1] — R lipshitziennes. On définit sur E :

TOZI0 - ) = @)+ sup | P20

N(f) = lflloc + Sup
zFy Y

Montrer giue N et N, sont des normes sur E et qu’elles sont équivalentes.

Exercice 8

Soit (A,)pen une suite de matrices de M,,(R) qui converge vers une matrice A. Montrer que pour
toute matrice P fixée dans M,,(R) xw, la suite (PA,)yen converge vers la matrice PA.

Exercice 9

p
1
Soit A € S,,(R). Pour p € N, on pose S, = Z HAk'
k=0
1. Montrer que la suite de matrices (S,)yen converge.

2. Donner sa limite dans le cas ou A = <_31 _31)

Exercice 10
Pour A = (a;;) € M,,(R), on note N(A) = nlquic |ai;].
SLISN
1. Montrer que N est une norme sur M, (R) et qu’elle vérifie :
V(A,B) € M, (R)> N(AB) < N(A)N(B)

2. Montrer qu’il n’existe pas de norme || | sur M, (R) qui vérifie :

V(4, B) € Mn(R) x M, (R) [[AB] = [[A]l.| BI|

P
1

3. Soit A € M, (R), pour p € N on pose S, = Z EA'“. Montrer que la suite (S,),en converge.
k=0



