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Soit n ∈ N∗. Dans la suite, on note ‖ ‖∞ la norme usuelle sur Cn définie pour (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn

par :
‖ (z1, z2, . . . , zn) ‖∞= max(|z1|, |z2|, . . . , |zn|)

et on identifie le n-uplet (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn au vecteur colonne


z1
z2
...
zn

 ∈ Mn,1(C). Pour

A ∈Mn(C), on note |‖ A |‖∞ la norme de A pour la norme subordonnée à la norme || ||∞ définie
de la manière suivante :

|‖ A |‖∞= sup
X∈Cn,‖X‖∞61

‖ AX ‖∞ .

On admet que A 7→|‖ A |‖∞ définie bien une norme sur Mn(C).
Enfin, pour Z ∈ Cn et P ∈Mn(C), on pose : NP (Z) =‖ PZ ‖∞.

1. Soit D ∈Mn(C) une matrice diagonale :

D =


m1,1 0 . . . . . . 0

0 m2,2
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . . . . 0 mn,n

 .

On pose m = max
16i6n

|mi,i|.

(a) Soit Z ∈ Cn. Montrer que ‖ DZ ‖∞6 m ‖ Z ‖∞.

(b) Déterminer |‖ D |‖∞.

2. Montrer que si A et B sont deux matrices de Mn(C) alors |‖ AB |‖∞6|‖ A |‖∞ . |‖ B |‖∞

3. (a) Soit P ∈ Mn(C). Montrer que NP est une norme sur Cn ssi P est une matrice inver-
sible.
Lorsque P est inversible, on notera dorénavant ‖ ‖P pour NP et la norme subordonnée
à la norme ‖ ‖P sur Mn(C) sera notée |‖ |‖P .

(b) On se donne une matrice P ∈ GLn(C). Pour A ∈Mn(C), montrer que :

|‖ A |‖P = |‖ PAP−1 |‖∞ .

4. Soit A ∈Mn(C). Pour M ∈Mn(C), on note sp(M) l’ensemble des valeurs propres de M et
on définit ρ(M) par : ρ(M) = max{| µ |, µ ∈ sp(M)}.

(a) Montrer que, pour toute matrice P ∈ GLn(C), on a : ρ(A) = ρ(PAP−1).

(b) Soit P ∈ GLn(C). Montrer que ρ(A) 6|‖ A |‖P .
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(c) On suppose A diagonalisable.
Montrer qu’il existe P ∈ GLn(C) telle que ρ(A) =|‖ A |‖P .

(d) Un exemple. Soit A =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

. Déterminer ρ(A). Déterminer l’inverse P−1 d’une

matrice P ∈ GL3(C) telle que ρ(A) =|‖ A |‖P .

(e) Un exemple. Soit A = (ai,j) ∈Mn(C) définie par : ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, ai,j = j. Déterminer
l’inverse P−1 d’une matrice P ∈ GLn(C) telle que ρ(A) =|‖ A |‖P .

5. Dans cette question, on suppose que n = 2. Soit donc A =

(
a b
c d

)
∈M2(C).

(a) On pose m = max(|a|+ |b|, |c|+ |d|). Montrer que, pour tout Z ∈ C2, on a :
‖ AZ ‖∞6 m ‖ Z ‖∞. Déterminer |‖ A |‖∞.

(b) On suppose la matrice non diagonalisable et on note f l’endomorphisme de C2 canoni-
quement associé à A.

i. Démontrer que sp(A) ne contient qu’un seul élément. On le note α.

ii. Démontrer l’existence d’une base e de C2 telle que : Mate(f) =

(
α β
0 α

)
.

iii. Soit ε > 0. Démontrer l’existence d’une base e′ de C2 telle que :

Mate′(f) =

(
α β′

0 α

)
où |β′| 6 ε.

iv. En déduire l’existence d’une matrice P ∈ GL2(C) telle que : |‖ A |‖P6 ρ(A) + ε.

(c) Déterminer inf
P∈GL2(C)

|‖ A |‖P .

(d) Un exemple. SoitA =

(
−3 8
−2 5

)
. Calculer |‖ A |‖∞ et montrer qu’il existe P ∈ GL2(C)

telle que |‖ A |‖P 6 2.

(e) On suppose que ρ(A) < 1. Justifier l’existence d’une matrice P ∈ GL2(C) telle que :
|‖ A |‖P < 1.
Que peut-on en déduire concernant la suite (An) ?

Fin de l’énoncé


