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Exercice : Extrait de EPITA 2021

On considere un R-espace vectoriel E de dimension finie, on note /d I’endomorphisme identité de
E, et on se propose d’étudier 'endomorphisme f = p+ ¢ ou p et ¢ sont deux projecteurs de E qui
commutent, c’est-a~dire qui vérifient : pog = qop.

Etude des valeurs propres de f =p+¢q
1. En utilisant po g = q o p et la linéarité de p et de ¢, on a :

fP=p+q+2poqg=f+2poq et fP=p+q+6pog=f—+6pog=f+3(f*—1f)

On en déduit que f3—3f24+2f = 0 et donc| X3 — 3X2 + 2X est un polynéme annulateur de f

2. On sait que toute valeur propre de f est racine du polynéme annulateur X3 —3X?2 +2X. Or
X3 —3X%+2X = X(X —1)(X —2), donc

les valeurs propres possibles de I’endomorphisme f = p+ ¢ sont 0,1 et 2.

Etude des sous-espaces propres de f =p+¢

3. (a) e Soit x € Ker(p) NKer(q) i.e. p(x) =0 et g(x) =0, dou (p+ ¢)(x) = p(x) + q(z) =0
i.e. z € Ker(p + ¢q). Donc Ker(p) N Ker(q) C Ker(p + q).

e Soit z € Ker(p + ¢), on a p(x) + ¢(x) = 0 donc p(x) = —q(x). On applique p et
q A cette égalité de vecteurs, ce qui donne (p> = p et ¢ = q) p(x) = —p o q(z) et
gop(x) = —q(z) = p(x), or poq = qopdonc p(xr) = —p(z). Finalement p(x) = 0 et
ainsi 0 = p(z) + q(z) = q(z) = 0 donc z € Ker(p) N Ker(q).

Ainsi on a bien Ker(p) N Ker(q) = Ker(p + q).

(b) Montrons que Ker(p + ¢ — 2Id) = Im(p) N Im(q) :

lére méthode :

p et g étant des projecteurs, on sait que Im(p) = Ker(p — Id) = Ker(Id — p) et
Im(q) = Ker(q — Id) = Ker(Id — q). De plus on sait que Id — p et Id — ¢ sont aussi des
projecteurs et puisque p et ¢ commutent, /d — p et Id — g commutent aussi, on déduit
alors du 3(a) que :

Ker(p+q—2Id) = Ker((Id — p) + (Id — q)) = Ker(Id — p) N Ker(Id — q) = Im(p) N Im(q).

2nde méthode :
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Soit x € Ker(p+ ¢ — 2Id), on a p(x) + q(x) — 2z = 0 donc x = p (g) +q <§> Puisque

p* =p, onap(r)= ( )—l—poq<§> et puisque pog=gopon a

p(z) =2p (g) p< >+qop<g) doncp( ) :qop<g> et finalement

=0en(3) +a(3) = (r(3) +3) < m

Par symétrie on obtient aussi z = p (q <§> + g) € Im(p) donc x € Im(p) N Im(q) et

donc Ker(p + ¢ — 2Id) € Im(p) N Im(q).

Réciproquement, on sait que pour tout projecteur p, Im(p) = Ker(p — Id), donc si
x € Im(p) N Im(q) alors z = p(z) = ¢(x) et donc p(x) + q(x) — 22 = 0, ce qui donne
z € Ker(p + g — 21d) et Im(p) N Im(q) C Ker(p + q — 21d).

Donc | Ker(p + q — 2Id) = Im(p) N Im(q).

4. Par définition, 0 est valeur propre de f = p + ¢ si, et seulement si Ker(f) # {0}, or
Ker(f) = Ker(p + q¢) = Ker(p) N Ker(q). Donc 0 est valeu rporpre de f si, et seulement
si, Ker(p) N Ker(q) # {0} et Eo(f) = Ker(f) = Ker(p) N Ker(q).

2 est valeur propre de f si, et seulement si Ker(p + ¢ — 2/d) = Im(p) N Im(q) # {0} et
Ex(f) = Im(p) N Im(q).

5. Onadéavu f2=p+q+2poq=f+2poqgdonc2f — f2=f—2poqg=p+q—2pogq,
donc Im(p+q—2poq) = Im(2f — f?).

e Soit z € Im(2f — f?), il existe z € E tel que = = 2f(z) — f%(z). D’ou

fl@) =2f(2) = f*(2) = 2/%(2) = 3f%(2) + 2f(2) = 2f(2) — [*(2) = =

car f3—-3f2+2f=0

Ainsi

flx)—2z=0

i.e. z € Ker(f — Id) donc Im(2f — f?) C Ker(f — Id).

e Soit = € Ker(f — Id), alors z = f(z) et donc z = f*(z), on peut écrire z = (2f — f?)(z).
On a donc z € Im(2f — f?).

On a montré par double inclusion : | Ker(f — Id) = Im(2f — f?) = Im(p + ¢ — 2pq)

et

(Id—2p)* = Id —4p + 4p = Id

(Id—2p)o(p+q—2poq)=p+q—2poq—2p—2poq+4pog=q—p

e Si 1 est valeur propre de f alors Ker(f — Id) = Im(p + ¢ — 2p o q) # {0}. Il existe donc
r € E tel que (p+q—2pogq)(z) #0.
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(Id — 2p)? = Id, donc Id — 2p est inversible d’inverse lui-méme, on a donc
(p+q—2poq)(x) #0 = (Id—2p)o(p+q—2poq)(x) # 0, ce qui donne (g —p)(x) # 0
d’ou p # q.

e Réciproquement si p # ¢ alors il existe = € E tel que (¢ — p)(x) # 0 et donc
(Id—2p)o(p+q—2poq)(x) #0, ce qui entraine (p+ g — 2p o q)(z) # 0 et ainsi
Im(p+q—2poq) =Ker(f —Id) # {0}, donc 1 est valeur propre.

On a bien obtenu : | 1 est valeur propre de f = p + ¢ si, et seulement si p # q.

Réduction de ’endomorphisme f =p+q
7. f € Z(F) donc Ker(f) + Ker(f — Id) + Ker(f — 2Id) C E.

Soit x € E.

e Analyse : On suppose qu'il existe zg € Ker(f), x; € Ker(f — Id) et xo € Ker(f — 2Id) tels
que x = xg + x1 + T9, alors par linéarité de f :

fx)=x1+229 et f2(x) =11 +4day

On obtient ainsi un systéme a trois équations vérifié par les trois inconnues xg, r1, 2. Apres
résolution de ce systeme linéaire on obtient :

3 1 1
w=r= @)+ 3w, m=26@) - @), w =) - f@)
On a ainsi obtenu que si g, x1, T existent alors ils sont uniques, donnés par les formules
ci-dessus.
. . 3 1 2 2 1 2
oSynthese:801tx0:x—§f(x)+§f (x), xy = 2f(z)— f*(x), xgzi(f (x)—f(x)).

On a directement xg + x1 + 22 = x et en utilisant 3 — 3f2 + 2f = 0, on obtient facilement

£(w0) = & = SF @) + 3£4a)) =0
(/= 1) = ~ (24 (@) ~ ) =0
(f =21d)(x2) = (f = 21d)(5(f*() = f(x))) = 0

donc zg € Ker(f), x; € Ker(f — Id) et x5 € Ker(f — 21d).
On a montré par analyse synthese
Ve e B Az, x1,22) € Ker(f) x Ker(f — Id) x Ker(f —2Id) x=xq+ x1 + 29

donc E C Ker(f) @ Ker(f — Id) @ Ker(f — 21d) et finalement

E =Ker(f) ® Ker(f — Id) @ Ker(f — 21d).
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Remarque :

Certains ont voulu montrer d’abord que Ker(f)+ Ker(f — Id) 4+ Ker(f —2Id) est une somme
directe puis que E C Ker(f) @ Ker(f — Id) @ Ker(f — 2/d). Mais attention a la fagon de
prouver qu'une somme de trois sous-espaces (et non deux) est directe, cela se traite par la
caractérisation vue dans le cours :

Soit (zg,x1,x2) € Ker(f) x Ker(f — Id) x Ker(f — 21d) tel que zg + x; + o = 0. 1l faut
montrer que ro =0=1x7 = T3 :

To + T1 + X2 =0
On a g + o1 + 22 = 0 donc par linéarité de f < f(xo) + f(z1) + f(x2) = f(0)=0 |,
FAwo) + f2(n) + f2xz2) = f2(0)=0

ce qui donne

To+ 2T +2xyg = 0 To+ T +2xy = 0 To =

Tot+r1+re =0 —= Ty + 215 = 0 — Ty + 215 = 0 = T =
L3<—L3—L2

r1 + 4, =0 229 =0 Ty =

Et on montre E C Ker(f) @ Ker(f — Id) @ Ker(f — 2Id) par analyse-synthese comme écrit
précédemment.

8. lere méthode :
X(X — 1)(X — 2) est un polynome annulateur de f et il est scindé & racines simples donc
f = p+ q est diagonalisable.

2nde méthode :

On sait que les sous-espaces propres de f sont parmi les noyaux Ker(f), Ker(f — Id) et
Ker(f — 21d) puisque Sp(f) C {0,1,2}.

E = Ker(f) @ Ker(f — Id) ® Ker(f — 2Id), un ou deux de ces noyaux peut étre réduit au
vecteur nul et les autres sont alors sous-espaces propres de f, donc E est égal a la somme

directe des sous-espaces propres de f et | f = p + q est diagonalisable.

Avec les notations de la question 7 on a pour tout z € F

Wo(ﬁ)zfozw—gf(x) —fz( )
m(z) = =21f(:v) [z )
() = w2 = S (f* (@) = f(2)

Donc ’ﬂ'ozfd—;f‘i‘%fz ™ =2f — f? 7T2:%(f2—f)

Probléme : Extrait de Centrale PC 2015

K désigne le corps R ou le corps C et E est un K-espace vectoriel non réduit au vecteur nul.

)
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Si f est un endomorphisme de E, pour tout sous-espace F' de E stable par f on note fr I’endo-
morphisme de F' induit par f, ¢’est-a-dire défini sur F' par fr(x) = f(z) pour tout x dans F'.

Pour tout endomorphisme f de E on définit la suite (f*)ren des puissances de f par : f° = Idg
et f**1 = fo f¥ = f¥o f pour tout k € N.

Premiere partie :

Dans cette partie, f désigne un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.

9. Soit D une droite engendrée par un vecteur y de E alors 'y # 0 et D = Vect(y).

e Si D = Vect(y) est stable par f alors puisque y € D, on a f(y) € D = Vect(y) donc il
existe A € K tel que f(y) = Ay. Puisque y # 0, y est un vecteur propre de f.

e Siy est un vecteur propre de f alorsy # 0 et il existe A € K tel que f(y) = \y.
Ve € D =Vect(y), Ja €K, z=ay alors par linéarité de f,
f(z) = af(y) = aly € Vect(y), donc D est stable par f.

Par double implication on a montré :

Une droite D = Vect(y) est stable par f si et seulement si y est un vecteur propre de f.

10. (a) e f est linéaire donc f(0) = 0 et donc {0} est un sous-espace stable par f.
f est un endomorphisme de E donc Vo € E, f(z) € E, donc E est stable par f.

{0} et E sont toujours deux sous-espaces stables par f.

0 1
-1 0
Un sous-espace stable par f est de dimension égale & 0, ou 1 ou 2, c’est donc soit {0},

soit une droite D engendrée par un vecteur propre y de f , soit R2.
Or

e Soit f I’endomorphisme de R? de matrice dans la base canonique A =

A -1
1 A

ANESP(f)<= N+1=0etAeR

A€ Sp(f) <= A€ Spr(A) <= det(My — A) =

':Oet/\ER

On en déduit que f n'admet pas de valeur propre et par conséquent n’admet pas de
vecteur propre y. Il n’existe donc pas de sous-espace stable par f de dimension 1, donc
les seuls sous-espaces propres de f sont {0} et R2.

(b) e On suppose que dim(FE) =n > 2 avec f # 0 et f non injectif.
f # 0 alors Ker(f) # E et f non injectif alors Ker(f) # {0}.

Ker(f) est un sous-espace stable par f : Vo € Ker(f), f(f(z)) = f(0) = 0 donc
f(z) € Ker(f). (Ou encore plus rapide : f et f commutent donc Ker(f) est stable par

f)
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On a donc trouvé trois sous-espaces distincts stables par f : {0}, Ker(f) et E.

e Supposons que n soit impair, par le théoreme du rang on sait que

n = dimKer(f) + dimIm(f) et donc ici dimIm(f) # dimKer(f).

De plus f # 0 et f non injectif donc Im(f) # {0} et Im(f) # E. Or Im(f) est aussi
stable par f (f et f commutent), on a donc trouvé un quatriéme sous-espace stable par

f-1 {0}, Ker(f),Im(f) et E sont quatres sous-espaces stables par f.

1

0l

A est triangulaire a diagonale nulle, donc la seule valeur propre de A (de f) est 0 et f
est de rang égal a 1, donc Ker(f) est de dimension 1 et Ker(f) = Vect(e).

Tout sous-espace F stable par f est de dimension 0 ou 1 ou 2, donc F' = {0} ou F = R?
ou F' est une droite.

Si F' est une droite stable par f alors F' est engendré par un vecteur propre y qui est
associé a la seule valeur propre 0 donc F' C Ker(f) et F' = Ker(f) par égalité des
dimensions.

f ne possede que trois sous-espaces stables : {0}, Ker(f) et R?.

e Soit f € Z(R?) dont la matrice dans la base canonique (eq,e3) est A = <8

Soit F' = Vect(ey,...,e,) avec Vi € [1,p], e; un vecteur propre de f.

p
Siz € F alors il existe (aq,...,q,) € KP tel que z = Zaiei. Par linéarité de f, on
i=1

f(x) =f (Z aiei) = Z a; f(e:)

Viel,p], 3N €K, f(e) = \e; puisque e; est un vecteur propre de f, donc

aura :

f(x) = Xp: ozl-)\iei

f(z) est combinaison linéaire des vecteurs ey, ... e, donc f(x) € F = Vect(ey,...,ep).

Tout sous-espace engendré par une famille de vecteurs propres est donc stable par f.

Soit A € K une valeur propre de f et E) = Ker(f —Aldg) le sous-espace propre associé
est stable par f avec Vo € E), f(x)= Az, donc 'endomorphisme de E) induit par f
est M dg, (homothétie de rapport A sur E)).

On suppose ici que f admet un sous-espace propre Fy = Ker(f — Al dg) de dimension
au moins égale a 2, alors ) admet au moins une famille libre contenant 2 vecteurs u; et
uy. Vo € Ry auy+uy € E) et au;+uy # 0 ((ug, ug) est libre), donc F,, = Vect(au; +uy)
est une droite engendrée par un vecteur propre de f, c’est donc une droite stable par f.

Puisque (uy,uy) est libre, au; + us = p(fu; + uy) <= a = pf et 1 = p donc a = 3.
On en déduit que si o # [ alors au; + us et fuy + uy ne sont pas colinéaires donc F,
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et Fjg sont deux droites distinctes. On a ainsi une infinité de droites stables par f.

(¢) On suppose que tout sous-espace de E est stable par f.
En particulier Vo € E\ {0}, Vect(x) est une droite stable par f, donc :

Ve e E\{0}, 3N, €K, f(z)=N\x

Montrons que V(z,y) € (E\ {0})*, Ao =)\, :

Soit (x,y) € E? avec v # 0 et y #0 :
e Si (z,y) est une famille libre alors x +y # 0 et

Ao+ Ay = [(2) + [(y) = [@ +y) = dapy(r + )
par identification des coefficients puisque la famille (x,y) est libre on a :
Az = Aoy = Ny
e Si (x,y) est une famille liée alors il existe a € K tel que y = ax et
ANy = fly) = af(x) = alz = Ny

or y # 0 donc A, = A,.

Dés que x et y sont non nuls, on a bien A, = A,. De plus f(0) = 0 = X\.0 pour tout
scalaire \.

On a finalement 'existence d’'un scalaire A tel que Vo € E,  f(z) = Az.
Si tout sous-espace de E est stable par f alors f est une homothétie.

12. Dans cette question, F est un espace de dimension finie.

(a) On suppose que f est diagonalisable alors il existe une base B de E dans laquelle la
matrice de f est diagonale, ce qui revient a B est formée de vecteurs propres de f.

Soit F' un sous-espace stable par f, notons k la dimension de F.
e Sik=mnalors FF= E et {0} est un supplémentaire de F' stable par f.
e Si k=0 alors F' = {0} et E est un supplémentaire de F' stable par f.

e Sik € [1,n—1] alors F admet une base Br = (v, ..., vx) formée de k vecteurs de E.
Cette famille B est libre, par théoreme de la base incomplete on peut la compléter
en une base de E avec (n — k) vecteurs de B que l'on peut noter uy, ..., u,_.

On sait alors que F = F @ Vect(uy,...,u,_x), et G = Vect(uy,...,u,_x) est un
supplémentaire de F stable par f puisqu’il est engendré par une famille de vecteurs
propres de f.
(b) On considere dans cette question que K = C et que f est un endomorphisme de F
tel que tout sous-espace stable par f admet un supplémentaire stable par f. Montrons
qu’alors f est diagonalisable :

Notons X le polynome caractéristique de f, X; € K[X] = C[X] est donc scindé sur
K = C, il admet alors au moins une racine A\; qui est donc valeur propre de f, son
sous-espace propre associé Fy, = Ker(f — M\ 1dg) # {0}.



PSI Un corrigé du D.M. n°02 8

Notons alors Ay, . .., A, les valeurs propres distinctes de f (les racines de X¢) et E,, ..., Ej,
les sous-espaces propres associés. On sait que la somme E), + ...+ E)_ est une somme
directe et qu’'une base de ce sous-espace est formée de vecteurs propres de f donc

F = @ E,, C E est un sous-espace stable par f qui est différent de {0}.

i=1
Supposons : F' # E alors F admet un supplémentaire G # {0} stable par f.
On sait alors que I'endomorphisme ¢ induit par f sur G (¢ : * € G — f(x)) a un
polynome caractéristique X, qui divise X et qui est aussi scindé sur K = C, g admet
donc une valeur propre A € Sp(f) = {A1,..., A+}. On en déduit :

dkel,r], A=XetIxeGrx#0, gr)=A=Nz

Or par définition g(x) = f(z) donc f(x) = \px et donc x € GN E),.

Mais E,, C F et FNG = {0} donc GN E,, = {0} et donc z = 0 ce qui est en
contradiction avec x est un vecteur propre de g.

On a montré par I'absurde que F' = FE.

T
On aura donc FE = @ E,,, et par caractérisation | f est diagonalisable.

=1

On reprend I'endomorphisme f de R? canoniquement associé¢ a A = _01 é) de la

question 10(a). Les seuls sou-espaces stables par f sont {0} et R? et ils admettent un
supplémentaire stable par f (R* et {0}), mais f n’est pas diagonalisable (n’a pas de
valeur propre réelle).

Deuxieme partie :

Dans cette partie, n et p sont deux entiers naturels au moins égaux a 2, f est un endomorphisme
diagonalisable d'un K-espace vectoriel £ de dimension n, qui admet p valeurs propres distinctes
{A\1, ..., Ay} et, pour tout ¢ dans [1, p], on note E; le sous-espace propre de f associé a la valeur
propre \;.

13. 1l s’agit ici de montrer qu’un sous-espace F' de E est stable par f si et seulement si

F = é(F N E;).

p
(a) On considere un sous-espace vectoriel F' tel que F' = @(F NE;).
i=1

p

Vee F 3 zy,...,2,) € (FNE)X---x(FNE,), z= Za:,-, et Vi € [1,p],
i=1

f(z;) = Niz;, on en déduit que :

p p

f(z) = Zf(%) = Z)\z‘$i

i=1 i=1
Or F et E; sont des sous-espaces vectoriels donc F'N E; aussi et donc si x; € F'NE;
alors \;x; € F'N E;, ce qui entraine que

f(z) ZZf(fUi)ZZ/\il’iGF
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P
SiF = @(F N E;) alors F' est stable par f.

=1

Soit F' un sous-espace de F stable par f et un vecteur x non nul de F'.

p
Soit x € F, alors x € E et puisque f est diagonalisable on sait que £ = @ E;.

i=1
On en déduit immédiatement que

p P
Ell(xl,...,xp)GHEi, x:in
i=1 i=1

Si on note H, = {i € [1,p], z; # 0}, H, est non vide et, quitte & renuméroter les
valeurs propres (et les sous-espaces propres), on peut supposer que H, = [1,7] avec
T

1<r<p Ainsiona:z= le avec x; € E;\ {0} pour tout i de [1,r].
i=1
On note V, = Vect(zy,...,x,).

Par définition de V, la famille (z1,...,z,) est une famille génératrice de V.
La famille (z1,...,z,) est une famille de vecteurs propres de f associés a des valeurs
propres distinctes, alors on sait (c’est du cours) que la famille est libre.

B, = (z1,...,x,) est donc une base de V.

Soit j € [1,r], par linéarité de f, on a :
i) = P ()
i=1
Or f(x;) = \iz;, donc par linéarité f2(z;) = f(\iz;) = Nif (z;) = \2x; et par récurrence
on obtient Vk € N*,  f*(z;) = A\¥z;, ce qui est encore vrai avec k = 0 avec la convention
fO=1Idg et \) =1, donc

p
i (z) = Z N7e e Veet(zy, ... x,) =V,
i=1
1
1
D’apres ce qui précede, les coordonnées de x dans la base B, sont | . |, celles de f(z)
1
il )\71“—1
sont ‘2 , ..., celles de f™~!(z) sont A5~ | . La matrice de la famille (f77Hx))1<jer
: yr—1
A, AL
dans la base B, est donc
D VRN U
s 1 A‘Q )\’2”.’1

1A ...ooAd
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(e) La famille (f7~!(x))i<;j<r est une famille de V, qui contient r vecteurs avec dimV, = r,
c’est une base de V, si, et seulement si la matrice de la famille (f77!(z))1¢;j<, dans la
base B, est de déterminant non nul.

1 X ... /\i_1
1 X ... )\’2"_1

det(M,) =1. . i est un déterminant de Vandermonde avec Aq,..., A, distincts
D WD Vi

det(M,) = [ (N =) #0et| (f7())i<jer est une base de V.

1<i<j<r

(f) Vi € [1,7], x; € E; et x; € V,, alors il existe d'uniques scalaires «y, ..., a1 tels que
'
vi=Y o f N (x)
j=1

x € F et F est stable par f donc Vj € [1,r], f'~!(z) € F, et par stabilité de F par

combinaisons linéaires, on aura | x; € F' et méme z; € E; N F'.

p
Finalement on a montré : Vo € F, 3l(xy,...,xp) € Ey X --- x E, tel que = = le

i=1
avec x; = 0 ou z; € E; N F, dans tous les cas x; € E; N F, et donc :

p
VeeF, (w,....x) € (FNE)x - x(FNE), z=)Y
=1

p p p
On a prouvé F' C EB(F N E;) et puisque EB(F NE;)CF,onaF = EB(F NE;).

i=1 i=1 i=1

P
Si F est stable par f alors F' = @(F NE;).

=1

On a finalement 1’équivalence :

p
F' est un sous-espace stable par f si, et seulement si F' = @(F NE;).
i=1

14. Dans cette question, on se place dans le cas p = n.
(a) On a donc n sous-espaces propres distincts tels que dim(E) = n = Z dim(E;) avec
i=1
dim(E;) > 1, donc finalement

Vie [1,n], dim(E;) =1



PSI

Un corrigé du D.M. n°02 11

lére méthode :

Vi € [1,n] E; = Ker(f — \;Id) est une droite stable par f.

On sait que D = Vect(y) est une droite stable par f si et seulement si y est un vecteur
propre de f, donc si et seulement si 3i € [1,n], y € E;, mais alors D = Vect(y) C E;
et par égalité des dimensions D = Ej.

Il n’y a donc que n droites stables par f : les n sous-espaces propres de f.

2nde méthode :
Vi € [1,n], E; = Ker(f — \;Id) est une droite stable par f.

Soit D une droite stable par f, d’apres la question 13 D = @(D N E;) donc
i=1

dim(D) =1 = Zdim(D N E;), alors il existe ¢ € [1,n] tel que dim(D N E;) = 1 et
i=1
Vj#i dim(DNE;) =0.Deplus dim(DNE;) =1=dim(D) = dim(E;) donc D = E.

Finalement si D est une droite stable par f alors il existe un unique ¢ € [1,n] tel que
D=F,.

Il n’y a donc que n droites stables par f : les n sous-espaces propres de f.

Sin>3etke[2,n—1].
D’apres le résultat de la question 13, F' est un sous-espace stable par f de dimen-

sion k si et seulement si F' = @(FOEZ) avec dim(F) = k = Zd@'m(FﬂEi) et
i=1 i=1

0 < dim(F N E;) <1, dans cette somme il y a donc k termes de dimension 1 et n — k

de dimension 0 et lorsque dim(F N E;) =1 on aura FNE; = E;.

Un sous-espace stable F' de dimension k s’écrit donc comme somme directe de k sous-
espaces propres de f. Pour faire un sous-espace stable par f de dimension k, il suffit
donc de choisir k sous-espaces propres distincts parmi les n sous-espaces propres de f
et d’en faire la somme.

On en déduit qu’il y en a (n

k) sous-espaces stables par f de dimension k.

On compte le nombre de sous-espaces stables en fonction de leur dimension : (0} est le
seul sous-espace stable par f de dimension 0, F est le seul sous-espace stable de dimen-

sion n, il y a n sous-espaces stables de dimension 1, et il y a (Z) sous-espaces stables

par f de dimension k avec k € [2,n — 1], donc en tout
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n—1 n
ilya:1+1+n+ Z (Z) = (Z) = (14 1)" = 2" sous-espaces stables par f.

k=2 k=0
Ces sous-espaces sont :

{0},E,Ey, ... ,En,@Ei avec pour k € [2,n —1)], I C [1,n] et card(ly) =k

i€y,

(e) On considere 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est

-5 3 -1
A=|-2 6 2
-5 3 -1

Les valeurs propres de f (de A) sont les racines du polynéme caractéristique de f (de
z+5 =3 1
A), or par définition : Vo € R, Xy(z) =det(xlz —A)=| 2 -6 =2
) -3 xz+1

On effectue C; < C7 + C3 et on obtient :

VeeR, Xg(x) = 0 x—6 =2

= 0 r—6 —2
L3(—L3—L1 O O xr
Ve e R, X(z) = (x +6)(z—6)x

Le polynome caractéristique de f est scindé a racines simples et d’apres le théoreme
de Cayley-Hamilton il est annulateur de f alors f est diagonalisable avec pour valeurs
propres les réels 6, —6 et 0.

On note Ey = Ker(f), Es = Ker(f —61dg) et E_¢ = Ker(f 4+ 6Idg) les sous-espaces
propres de f. Nous avons ici le cas n = p = 3, d’apres 1’étude précédente, on sait qu’il
y a 2" = 23 = 8§ sous-espaces stables par f qui sont :

{0}, Eo, B¢, E_g, Eo ® E, Ey ® E_g, Eg ® E_¢ et R”.

e Recherche de Ey = Ker(A) :

x 0
X=|y| €Ker(d) < AX =10
z 0
—Hr+3y—2=0
= —2r+6y+22=0

—Sr+3y—z2=0
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—1
On effectue Ly + 7L2 et Ly < L3 — Ly et on obtient

—dr+3y—2=0

i
X = Z € Ker(A) «— {x—Sy—z:O

— r—3y—z=20
—dr+3y—2=0

On effectue Ly < Lo + Ly, ce qui donne

8

- r—3y—2z=0
X = z € Ker(4) <= {—495—22:0
{Z——2ZL’
—
y=x
x 1
X=|y| €eKer(d) <= X=z|1
z -2
1
On a donc Ey = Ker(A) = Vect 1
-2

e Recherche de F_¢ = Ker(A + 613) :
Autre méthode de recherche d’un sous-espace propre lorsque I’on connait déja la dimen-
sion de ce sous-espace :

1 3 -1
E ¢ =Ker(A+6I3) avec A+6I3 = | —2 12 2 |. On remarque que la premiere et
-5 3 5
1 1
derniére colonne de A+ 613 sont opposées donc (A+613) [0 | =0etona [0 ]| € E_g.
1 1
1
Or on sait que dimFE_g = 1, donc E_g = Vect 0
1
e Recherche de By = Ker(A —613) :
1
En utilisant I'une ou 'autre méthode vue ci-dessus on trouve EFg = Vect 4
1

Fin du corrigé



