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Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.
I désigne un intervalle de R, non vide et non ponctuel.

Vn € N, on considere une fonction f, définie sur I et a valeurs dans K :

I - K

Jn

On va s’intéresser, dans un premier temps, a la suite de fonctions n )JneN uis dans un second
) ) eN>
temps a la série de fonctions E I

1 Suites de fonctions : modes de convergence

Dans tout ce paragraphe, (f,,)nen désigne une suite de fonctions de I dans K et f une fonction de
I dans K.

1.1 Convergence simple sur un intervalle

Definition 1.1

On dit que la suite (f,,)nen converge simplement vers f sur I lorsque Vz € I, la suite numérique
(fn(x))nen converge vers f(x).

Ainsi | (fn)nen converge simplement vers f sur [ <= Vz € I, lim f,(z)= f(x)

n—-+o0o

Traduction formelle :
Veel, Ve>0, dngeN, VneN, n=ny=|fu(z)— f(x)] <e.

Remarque 1.1 En pratique

Pour étudier la convergence simple dela suite de fonctions (f,,)nen :
e on fixe x € 1
e on étudie la limite de la suite (f,(z))nen-

Par unicité de la limite de la suite (f,,(z))nen pour chaque x de I, la fonction f est la fonction
définie par Ve € I f(z) = hrf fn(x).
n—-—+oo

On dit que f est la limite simple de la suite de fonctions (f,,)nen €t on note f = lim f,.
n—-+o0o

Exemple 1.1
Etude de la convergence simple de (f,,)nen, lorsque :
e Vn e N, fn:[o’l] - Ii
T =
0,1] — R
eVneN, f,: N nx

1+ n2z2
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On remarque que chaque fonction f,, est continue et pourtant la fonction f n’est pas continue.
Donc la convergence simple est insuffisante pour transmettre les propriétés des fonctions f,, a la
fonction f.

1.2 Convergence uniforme sur un intervalle

Remarque 1.2

Soit f: I — K bornée, on note || f|loc = Sup|f(x)|, et si M € R* alors
xel

1 flloe S M <= Sup|f(z)| < M <=Vxel, |f(x)|]<M

xel

Definition 1.2

On dit que la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément vers f sur I lorsque :

dng e N Vn >ng f,— f est bornée sur I
et

nl_iffoo an - fHoo =0
Ce qui revient a :
Ve>0 dngeN, VneN, n=no=Veel, |f.(z)—f(x)<e
Différence entre convergence simple et convergence uniforme :

Le rang ng, a partir duquel | f,,(z) — f(z) < &, ne dépend pas de x dans la définition de convergence
uniforme, i.e. on peut trouver un rang ng qui est le méme pour tous les x dans I, d’ou le terme
uniforme.

Exemple 1.2

La suite de fonctions (f,)nen, OU f, : x — 2™ converge simplement sur [0, 1] vers
g

f:ixe { (1): if[lo’ [ , mais pas uniformément vers f sur [0, 1], ni sur [0,1[. Mais (f,)nen

converge uniformément vers f sur tout segment [0, a] avec a €]0, 1].
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Proposition 1.1 Lien entre convergence simple et convergence uniforme

Si (fn)nen converge uniformément vers f sur I alors (f,,)nen converge simplement vers f sur I.

La réciproque est fausse comme le montre ’exemple précédent.
Mais en cas de convergence uniforme, f la limite simple est donc aussi la limite uniforme de

(fn)neN-

Deux remarques importantes :

e Une fagon de montrer une convergence uniforme :

VTLEN, VI'EI, ’fn<l’)—f<l'>’<(1n

et lim a,=0
n—-+o0o

| fn = flloo < a, et par théoréeme d’encadrement on obtient que (f,)nen converge uniformément
vers f sur I.

Dans cette propriété on a majoré |f,(x)— f(z)| par une quantité a,, indépendante de x (majoration
uniforme).

S’il existe une suite (a,)nen telle que : { alors

e Une fagon de montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme :

Soit (z,,)nen une suite d’éléments de I.
Si (fn)nen converge uniformément vers f sur I, alors lir}rn (fulzn) — f(x,)) =0.
n—-+00

On en déduit que sil existe une suite () en une suite d’éléments de I telle que (f,(zn) — f(2n)),en
ne converge pas vers 0 alors (f,)nen ne converge pas uniformément vers f sur /.

Exemple 1.3
La suite (f,) avec f, : x € [0, +oo[— 1T ne converge pas uniformément vers f : z +— 0, en
n2w
1 1
effet, soit x,, = —, alors z,, > 0 et f,(x,) — f(x,) = 5 0.
n

Definition 1.3 Convergence uniforme sur tout segment

On dit que la suite (f,,)nen converge uniformément vers f sur tout segment de I lorsque quelque
soit le segment [a,b] C I, (f)nen converge uniformément sur [a, b].

Remarque 1.3

Attention : Si la convergence uniforme sur I de (f,),en vers f entraine la convergence uniforme
sur tout segment de I, la réciproque est fausse comme le montre 'exemple f,, : z — x™ sur [0, 1].

1.3 Récapitulatif pour I’étude d’une suite de fonctions

Soit (fy)nen une suite de fonctions de I dans K. On étudie :

d’abord la convergence simple :
On fixe = dans I et on étudie la limite de (f,(x))nen-

Si cette limite est finie, on note f la fonction z € I — hl}rl fa(z), f est lalimite simple de (fy,)nen
n——+0o0



PSI Chapitre 08 Suites et séries de fonctions 4

sur 1.
puis la convergence uniforme :
e Pour montrer qu’il y a convergence uniforme :

— On majore |f,(z) — f(x)| pour tout x de I, par une quantité indépendante de = qui tend
vers 0.

Ou

— On étudie les variations de z +— | f,,(x) — f(z)| pour calculer || f,, — fllooc = Sup|fn(x)— f(2)]
xzel

et on vérifie que || f, — flloc — 0.

e Pour montrer qu’il n’y pas convergence uniforme :
— on étudie les variations de z — | f,,(x) — f(x)| pour calculer || f,, — flloo = Sup|fn(z) — f(2)]
zel

et on vérifie que || f, — f||oc ne tend pas vers 0.
Ou

— On exhibe une suite (x,) d’éléments de I telle que f(z,) — f(z,) ne tende pas vers 0.
Ou

— On montre qu’une propriété conservée par convergence uniforme n’est pas conservée sur
I’'exemple étudié.

Exemple 1.4

Etude de la convergence simple, uniforme, uniforme sur tout segment pour la suite de fonctions
(fn)nEN lorsque :

R — R +
.fn: 1 .fn:R ” QR—nx
x = — e —  I°e
1+ na?

2 Séries de fonctions : Modes de convergence

On définit les séries de fonctions a partir des suites de fonctions, comme on définit les séries
numériques a partir des suites numériques.

Etant donné une suite (f,,)nen de fonctions définies de I dans K, on lui associe la suite de fonctions
I — K

Sy )nen de ses sommes partielles avec S, : . )
(Snlnex partielles avee Sy 3" i)
k=0

n
On note S,, = Z fr et si la suite de fonctions (S,,),en converge alors on note
k=0

n—-+o0o

+oo
S= lim S, = ka
k=0
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2.1 Convergence simple sur un intervalle

Definition 2.1 Convergence simple

On dit que la série de fonctions de terme général f,,, notée Z fn, converge simplement sur [
lorsque la suite de fonctions (S, )nen converge simplement sur /.

La série de fonctions . f, converge simplement sur I <= ¥z € I la série numérique >, fn(x) converge.

Dans ce cas :
e la limite S de la suite de fonctions (S,,),en est appelée somme de la série, c’est la fonction

n +o0
définie par : Ve € I, S(z)= lim ka(x) = ka(:v) :
k=0 k=0

n—-+4o0o

+oo
eonnote R, =5-25, = Z fr le reste d’ordre n de la série de fonctions »_ f,.
k=n+1
(R,)nen est alors une suite de fonctions de I dans K.

Exemple 2.1
Déterminer le plus grand intervalle I sur lequel il y a convergence simple de la série de fonctions
\ xn
nou fn x> .
2t / 14 a2

Remarque 2.1 Deux conditions nécessaires

Si la série de fonctions » | f,, converge simplement sur I alors :
e la suite de fonctions (f,,),en converge simplement vers la fonction nulle sur 7,

e lasuite des restes (R, ),en est une suite de fonctions qui converge simplement vers la fonction
nulle sur 1.

Remarque 2.2

Toutes les définitions et propriétés ci-dessous s’étendent aux séries de fonctions 5 fn, définies a
nz=ng
partir d’'un certain rang ny.

2.2 Convergence uniforme sur un intervalle

Definition 2.2 Convergence uniforme

n
Soit Y f, une série de fonctions de I dans K et Yn € N, S, = Z fr-
k=0
On dit que la série de fonctions > f,, converge uniformément sur Uintervalle I lorsque la suite
de fonctions (S,)nen converge uniformément sur /.
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Proposition 2.1 Caractérisation de la convergence uniforme a l'aide de la suite des restes

+00
On suppose que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur /. On note S = Z fr sa
k=0

+oo
somme et Vn € N, R, = Z fr le reste d’ordre n.
k=n+1

> fn converge uniformément ssi la suite (R, )n,en converge uniformément vers la fonction nulle.

Ce qui revient a

+oo
. I _ 1 _ —
S el = Jo, Sup ] = 0 vee Role) = 9 i)

k=n+1

Proposition 2.2

Si la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur I alors la suite de fonctions (f,)nen
converge uniformément vers la fonction nulle sur .

Proposition 2.3 Lien entre convergence uniforme et convergence simple

Si la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur I alors »_ f,, convergence simplement sur
1. La réciproque est fausse.

Exemple 2.2

e On pose Vn € N*,  f, iz 2™ — g™ L.
Montrer que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur ]0, 1[ mais pas uniformément sur
10, 1].

_1)"
e On pose Vn € N*,  f,:x € [0, +00[— %
r+n
Montrer que ) f,, converge simplement et uniformément sur [0, +-o00] .

2.3 Convergence normale sur un intervalle

Definition 2.3 Convergence normale
Soit Y f, une série de fonctions de I dans K.

On dit que la série Y f,, converge normalement sur [ lorsque

Vn € N, f, est bornée sur [

ot || full& = Sup|fu(z)].
la série numérique >_ || f||%, converge oel

Exemple 2.3
sin(nx)
n2

La série de fonctions > f, ou f,:x € R — converge normalement sur R.
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Remarque 2.3 Caractérisation par majoration uniforme

Soit > f,, une série de fonctions de I dans K. S'il existe une suite (a,),en de réels positifs telle
que
VneN, Veel, |[fu(x)]<a, (lestermes a, tous indépendants de x!)

alors Vn € N 0 < || fulloo < an-

Par théoreme de comparaison pour des séries a termes positifs, si la série numérique » | a,, converge
alors la série de fonctions > f,, converge normalement sur /.

Exemple 2.4
(1l —x

La série de fonctions ) f, ot f, : x € R — n2ln(n)

converge normalement sur [0, 1].

Proposition 2.4 Lien entre convergence normale et convergence uniforme

Si )~ fn converge normalement sur [ alors ) f, converge uniformément sur /.
La réciproque est fausse.

On a donc : | convergence normale => convergence uniforme =—> convergence simple

Exemple 2.5
(="

La série de fonctions > f, ou f, : x — converge uniformément sur |0, +00[ mais pas nor-
T

malement.

2.4 Etude pratique de la convergence d’une série de fonctions

On souhaite étudier la série de fonctions Y f,, avec f, : [ — K.
En général, on étudie d’abord la convergence simple et/ou la convergence normale :

e la convergence simple :
On fixe x € I et on étudie la convergence de la série numérique Y f,(z).

e la convergence normale :
— On cherche une majoration du type Vo € I, |f.(z)| < a, avec a, indépendant de z et
avec »_ a, convergente.

ou

— On cherche ||fy|lcc = Sup|fn(z)| en étudiant les variations de z +— |f,(x)| sur I et on
zel

regarde si Y || fnllco converge ou pas.
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S’il y a convergence normale alors il y a convergence uniforme et convergence
simple

puis pour la convergence uniforme s’il n’y a pas convergence normale ou si on
n’a pas réussi a prouver la convergence normale :

On travaille avec (R,,) la suite des restes apres avoir démontré la convergence simple de

+oo
Z fn ou Rn = E fk .
k=n+1
— Pour montrer que (R,,) convergence uniformément vers la fonction nulle, on cherche

une majoration du type Vo € I, |R,(x)] < by, b, indépendant de x et b, — 0
(éventuellement par le critere spécial des séries alternées).

— Pour montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme, on peut chercher (x,) une suite
d’éléments de I telle que (R,(z,)) ne converge pas vers 0 ou telle que (f,(x,)) ne

converge pas vers 0.
—+00

On peut aussi montrer que la somme de la série de fonctions S = E fn ne vérifie pas

n=0
une propriété qui se transmet par convergence uniforme.

Exemple 2.6 Fonction zéta de Riemann

R — R

Pour n € N*, on note f, : . 1. On s’intéresse a la série de fonctions > f,,.
x —

nx

Pour z fixé dans R, Y f,,(x) converge ssi z > 1, donc ) f,, converge simplement sur |1, +0o0].

La série ) f, ne converge pas normalement sur |1, +oo[ mais sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 1.

Alors la fonction somme est notée ( :

J1,400[ - R
+0o0

1

T — —

ne
n=1

3 Reégularité de la limite uniforme d’une suite de fonctions

Dans tout ce paragraphe, (f,,)nen désigne une suite de fonctions de I dans K et f une fonction de
I dans K.

3.1

Conservation de la continuité

Proposition 3.1
Soit (f)nen une suite de fonctions de I dans K et soit f: I — K.

Si

Vn € N, f, est continue sur [
alors f est continue sur I.
(fn)nen converge uniformément vers f sur [
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La limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue.

Remarque 3.1

L’hypothese de convergence uniforme est essentielle, la limite simple d’une suite de fonctions conti-
nues n’est pas nécessairement continue, comme on ’a vue précédemment avec f, : x € [0, 1] — z™.

Et on utilise souvent que si Vn € N,  f,, est continue sur [ et si f = lir+n fn (limite simple) n’est
n—-+0o

pas continue sur [ alors (f,,),en ne converge pas uniformément (vers f) sur I.

Remarque 3.2 En pratique

La continuité en un point a est une notion locale, alors en pratique on vérifie la convergence uni-
forme sur tout segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situation.

3.2 Intégration sur un segment

Soit (fy)nen une suite de fonctions de [a, b] dans K.

Vn € N, f, est continue sur [a, b] b b
Si alors lim /fn(a:)dx:/ lim f,(x)dx.

(fn)nen converge uniformément sur [a, b] e e

L’hypothese de convergence uniforme est essentielle :
Pour n > 2, on considere f, : x € [0,1] = nz(1 — z?)", alors

lim /01 fo(z)de = % #0= /1 lim f,(z)dx

n—-+o0o

3.3 Dérivation

Proposition 3.2 Classe C!

Si

eVn € N, f, est de classe C! sur I,

e la suite (f,,)nen converge simplement vers une fonction f sur I,

e la suite (f))nen converge uniformément sur I vers une fonction g : I — K
Alors

la fonction f est de classe C! sur I et f = g.

On obtient de plus la convergence uniforme de (fn)nen vers f sur tout segment inclus dans I.
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Remarque 3.3

e Attention la convergence uniforme porte sur la suite des dérivées.

e Comme pour la continuité la dérivabilité en un point a est une notion locale, donc en pratique,
on étudie la convergence uniforme de (f/)n,en sur tout segment ou sur d’autres intervalles adaptés
a la situation.

Proposition 3.3 Extension aux fonctions de classe C*

Soit (f)nen une suite de fonctions de I dans K et soit f: I — K.

Si

eVn € N, f, estdeclasse C* sur I
e pour tout i € [0,k — 1], les suites ( fr(f))neN convergent simplement sur I vers une fonction g; (en notan

e la suite ( fék))neN converge uniformément sur tout segment de I

Alors
la fonction f est de classe C* sur I et Vi € [0,k], f@ = lim f.

n—-+o00

4 Reégularité de la somme d’une série de fonctions par
convergence uniforme

Les résultats sur les séries de fonctions sont analogues a ceux sur les suites de fonctions et se
démontrent en se ramenant aux suites de fonctions.

Dans tout ce paragraphe, Y f,, est une série de fonctions de I dans K.

4.1 Continuité de la fonction somme

Proposition 4.1

Vn € N, f, est continue sur +o0
Si alors S = Z fn est continue sur I.
> fn converge uniformément sur / n=0

Remarque 4.1

La continuité étant une notion locale, la convergence uniforme sur tout segment ou sur d’autres
intervalles adaptés a la situation suffit.

Exemple 4.1

1. La fonction zéta de Riemann est continue sur |1, +o0[.
+00 "
2. La fonction exp : x — Z — est continue sur R.
n!

n=0
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4.2 Théoréme d’inversion limite et )  (admis)

Soit @ € R une extrémité de 1.

Si
1) VvneN lim f,(x) =4, € K

et
2) la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur /

Alors

1) la série numérique »_ ¢, converge
et

+o0 +o0o +oo
2) lm Y ful@)=) b= lim fu(2)
n=0 n=0 n=0

On ne peut pas remplacer I par tout segment inclus dans I, mais on peut remplacer I par un
intervalle contenant [’extrémité a.

Exemple 4.2 La fonction zeta de Riemann

e lim ((z)=1.

T—>+00
e La série de fonction ) f,, avec f, : x = — ne converge pas uniformément sur |1, +-o0l.
n

On peut montrer que lirr% ((x) = 400 par une comparaison série-intégrale.
r—r

4.3 Intégration terme a terme sur un segment

Si
1) VYneN f, est continue sur le segment [a, b]

2) la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur [a, b]

Alors

+oo
1) S= Z fn est continue sur [a, b

n=0

b
q 2) la série numérique Z / fn(t)dt converge

b oo +oo b
3) / an(t)dt:Z/ fo(t)dt

Il s’agit d’un théoréme d’inversion entre Y et |.
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Exemple 4.3

~+o00 l’n+1 xn—i—l T
Montrer que Vz €] — 1, 1], nz% o In(1 — ) en remarquant que " = /0 t"dt.

4.4 Fonctions de classe C', de classe C*, de classe C™

Proposition 4.2 Fonctions de classe C* (dérivation terme a terme)

Si

Vn € N f, est de classe C! sur I

2) > fn converge simplement sur /
3) > f! converge uniformément sur [
Alors
+o0 00 ! +o0
S = an est de classe C* sur I et S’ = (Z fn> = ZfT’L
n=0 n=0 n=0

Remarque 4.2

En pratique , la dérivabilité étant une notion locale, on vérifie la convergence uniforme de > f/
sur tout segment inclus dans I ou sur d’autres intervalles adaptés a la situation.

Proposition 4.3 Fonctions de classe C*

Si

1) VneN f, est de classe C* sur [

2) Vje0,k—1] > £ converge simplement sur 1

3) > £ converge uniformément sur 1

Alors
+o0 400 () +o00
S = an est de classe C* sur I et Vj € [1, k] S = (Z fn> = folj)

n=0 n=0 n=0

En pratique , on vérifie la convergence uniforme de fT(Lk) sur tout segment inclus dans I ou sur
d’autres intervalles adaptés a la situation.

Remarque 4.3 Fonctions de classe C'*°
+00

Si > fn est une série de fonctions qui converge simplement sur I, pour montrer que S = Z fn
n=0
est de classe C* sur I, on montre que Vk € N* Z f,(Lk) converge uniformémnt sur tout segment

inclus dans 1.

Exemple 4.4 Fonction zéta de Riemann
+oo
Montrer que la fonction ¢ : x — Z — est de classe C! sur |1, o0
nfE

n=1
Puis montrer que ¢ est de classe C* sur |1, +o00[.



