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Extrait de E3A MP 2013

Soit n € N*. Dans la suite, on note || || la norme usuelle sur C" définie pour (21, 29, ..., 2,) € C"
par :
| (21,22, ..., 2n) |loo= max(|z1|, |22|,- .-, |2n])
21
z
et on identifie le n-uplet (z1,2,...,2,) € C" au vecteur colonne ,2 € M, 1(C). Pour
Zn

A€ M, (C), on note ||| A ||| la norme de A pour la norme subordonnée a la norme || ||« définie
de la maniere suivante :

[ Alllo= sup | AX [lo .

XeCn | X]lo<1

On admet que A ||| A ||| définit bien une norme sur M, (C).
Enfin, pour Z € C" et P € M,,(C), on pose : Np(Z) =|| PZ ||~.

Rappelons que par définition la borne supérieure d’'un ensemble de réels non vide

majoré est le plus petit des majorants de cet ensemble et que la borne inférieure d’un
ensemble non vide minoré est le plus grand des minorants de cet ensemble.

1. Soit D € M,,(C) une matrice diagonale :

mi1 0 e e 0
0 ma.2
D= :
0
0 0 mun
On pose m = max |my;|.
1<i<n
<1 miiz1
(a) Soit Z € C™, notons Z = | : |. Par produit matriciel DZ =

)

On aura donc |DZ]| = max|m;;z].
1<i<n

Par définition de m et || Z|| on sait que Vi € [1,n] |mi;| < m et |z] < ||Z]~. Par
produit d’inégalités positives on a donc :

et donc| ||DZ]|oc < m||Z]| -

(b) Par définition |||Dl||ec =  Sup  ||DZ]|-
ZeCn || Z||oo<1

e On déduit de la question précédente que si Z € C™ avec || Z||o < 1, 0na || DZ||oc < m
donc ||| D]]|e < m.
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e De plus il existe k € [1,n] tel que m = |my x|, alors en notant Ej le k™ vecteur
de la base canonique de C", on a ||Egl|lc = 1 < 1, DE, = myEr = mEjy et donc
|DEk||co = |m|-|Eklloc = m. On en déduit que [||D|||s = m.

mi1
Autre méthode : Soit z = (1,...,1) € C™ alors DZ = : et
mnn
|DZ]|0 = ngzaa:(]mm\, ooy mpnl) =mor || Z]|ec =1 < 1 donc |||D||lee = m.

Finalement |||D|||cc = m

Soit A et B deux matrices de M,,(C).
Montrons d’abord que ¥Y € C*  [|AY ||loo < ||| Al]Joc-]|Y]|co :

Pour X € C" tel que || X||o < 1, par définition ||AX ||ec < ||| Alloo-

1
Pour Y e C" avec Y #0on a X = —HYH Y vérifie, par homogénéité de la norme,
1 oo
[ X0 = WHY“OO =1 < 1. On obtient alors :

[AY Jloo = [ (1Y [loe-AX) loo = Y [loo- [ AX oo < [[[AHloo-[Y o0
Pour Y =0o0n a ||AY |« = 0 = ||Y||c donc finalement
VY € C" [JAY [|oo < [ Al[oo- 1Y Nl
Ce qui nous permet d’écrire pour X € C" tel que || X || < 1, puisque [||A||lc =0 :

ABX oo < [[[Allloo- [ BX [loo < [[[Allloc < [ Bllloo

Alors par définition de borne supérieure, on obtient finalement | ||| AB |||co<||| A ||loc X ||| B ||/co

(a) Soit P € M,(C).
e Pour Z € C", par positivité de la norme || ||, Np(Z) = ||PZ]| € RT.
e Pour Z € C" et A € C, par homogénéité de la norme || ||oo,
Np(A-Z) = [P.(AZ)|oc = [M(PZ)]cc = N[ PZ]loc = |AINP(2)
e Pour Z et X dans C", par inégalité triangulaire sur la norme || ||, on a :
Np(Z+X) = [P(Z + X)lloo = |PZ + PX[loo < [|PZ]oc + [|PX][o

donc Np(Z—f-X) < Np(Z)-f—Np(X)

e On déduit des points précédents que Np est une norme sur C” si, et seulement si, elle
vérifie la séparation : VZ € C", Np(Z)=0<+= Z =0.
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Soit Z € C". Puisque || || est une norme sur C" on sait que :
Np(Z) =0 <= ||PZ||x = 0 <= PZ = 0. On en déduit que

(Np(Z)=04<= Z=0) < (PZ=0+ Z=0)

<= Ker(P)={0cn}
Et puisque C™ est de dimension finie Ker(P) = {0cn} <= P est inversible. On a donc

(Np(Z) =0 <= Z =0) <= P est inversible

On a bien | Np est une norme sur C" ssi P est une matrice inversible.

Lorsque P est inversible, on notera dorénavant || ||p pour Np et la norme subordonnée
a la norme || ||p sur M,,(C) sera notée ||| ||| p-

On se donne une matrice P € GL,,(C). Pour A € M,,(C), par définition

1 Alllp = Sup  [[AY|p = Sup |PAY |0
YeCn Y| p<1 Y€eCn [|PY |l so<1
et ||[PAP Y|w=  Sup |PAP'X|..

XeCn[1X o<1

lére rédaction :

e Soit X € C” tel que || X |l < 1.
Y = P71X vérifie Y € C*, ||[Y|p = [|[PY||oo = || X||oo < 1 donc

IPAP™! Xl = [ PAY [l = [PAY [[p < [[|Al]lp

Par définition de borne supérieure, on obtient |||[PAP™Y|| < |||A]llp-

e Soit Y € C" tel que ||Y||p < 1.
X = PY vérifie X € C" et || X||oo = ||Y]|p < 1 donc

1AY [|p = [|PAY ||l = [[PAP Xl < IPAP™|

Par définition de borne supérieure on obtient : |||Al|lp < |||PAP™Y||so-

Par double inégalité on a finalement | ||| Al||p = [||PAP™|||s

2nde rédaction :

Par définition :

Al = Sup [JAY]lp

YeC|Yp<l
= Sup{||AY||p, Y e C"et [|[Y]|p <1}

IAlllp = Sup{||[PAY [, ¥ € C" et [|[PY]lo < 1}
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et aussi

[|IPAP|lo=  Sup ||PAP'X|le = Sup {||PAP'X||oo, X € C"et || X <1}

P étant une matrice inversible, X = PY <= Y = P"'X et por Y = P7'X on a :
1Y |lp = IPY |loo = || X||oo- On en déduit que I'application

L. XeC X<} = {vec [Y[p<1}
: X — P7X

est une application bijective. Et pour Y = P71X| ||PAY||o = ||[PAP ' X || donc

{IPAP7' X|le, X €C"et || X|low <1} = {||PAY |, Y €C"et [V]p <1}

donc | [[|A[llp = [[PAP™ ]l

4. Soit A € M,,(C). Pour M € M,,(C), on note sp(M) I'ensemble des valeurs propres de M et
on définit p(M) par : p(M) = max{| p |, € sp(M)}.

(a) Soit P € GL,(C).

lere méthode : rapide

A et PAP~! sont semblables donc ont le méme polynome caractéristique et donc les
meémes valeurs propres.
En effet en notant X4 et Xp p-1 les polynomes caractéristiques de A et PAP~! on a :

Vo € C Xpyp-1(x) = det(xl,—PAP™) = det(P(xl,—A)P™") = det(P).X4(x).det(P™') = X(:

sp(A) = sp(PAP™!) donc | p(A) = p(PAP™)

2nde méthode : plus longue

e Si i € sp(A) alors il existe X € C™ tel que X # 0 et AX = pX, alors
PAP(PX) = PAX = P.(uX) = uPX

puisque P est inversible on a PX # 0 et donc i est une valeur propre de PAP~!. On
a donc sp(A) C sp(PAP™).

e Si € sp(PAP™) alors il existe X € C" tel que X # 0 et PAP™'X = pX alors
AP'X = P7Y(uX) = p.P7'X et P7'X # 0 donc p est une valeur propre de A. On a
donc sp(PAP™!) C sp(A).

Par double inclusion spsp(A) = sp(PAP™!) et donc | p(A) = p(PAP™)
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Soit P € GL,(C).

lére méthode :

Soit p € sp(A), on a déja vu que sp(A) = sp(PAP™!) donc il existe Y € C" tel que
Y #£0et PAPT'Y = puY, alors |PAP7Y ||eo = |p)-]|Y ]| co-

On a aussi vu dans la réponse a la question 2 que ||[PAP™'Y || < [[|[PAP™Y|loo- [V ]|0o
donc cela donne |p|.||Y]|eoe < [|[|[PAP7Y||oo||]Y |loo- ¥ est un vecteur non nul donc
[¥]loe > 0 et done ] < [[[PAP™[|o.

Puisque ||[|A|llp = [|[PAP7!|||s, on a obtenu : Vu € sp(A) |u| < |||A]|lp et donc

p(A) <[] Al

2nde méthode :

PAP™Y) = Al d il exist PAP™Y) tel
p( ) ,\es;g?%;fl)’ |, donc il existe p € sp( ) tel que

p(A) = p(PAP™) = |u] et il existe X € C" tel que X # 0 et PAP™'X = puX, alors

Y = —— vérifie ||Y|w =1et
1K oo

X 1 7
PAP7'YY = PAP™! ( ) = PAP7'X = X =uy
[ Xloo /) [1X[|oc [ Xl

Donc [PAP™'Y ||og = [ul-[Y [l = |1al-

On a donc trouvé Y € C™ tel que ||Y]|oo < 1 et |PAP7'Y || = |u| = p(A), par
définition de borne supérieure, on a alors p(A) < [|[PAP™||, et par application de la

question 3(b) : | p(A4) <||| A |||

On suppose A diagonalisable. Il existe donc Q € GL,(C) et (A,...,\,) € C" tels que

0 .o
a=q | Q.
: .. 0
0 0 A
MO 0
Notons D= | 7 7 et P=Q onallA|p = |[PAPY|e = | D] et
T
0 --- 0 M\,

par le résultat de la question 1(b), on sait que ||D||s = maz Akl = p(D) = p(A), alors
I1Alllp = p(A).

On a obtenu 'existence de P € GL,(C) telle que p(A) =||| A |||p.
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(d) Un exemple. Soit A =

O = O
_ o O
O O =

e Cherchons les valeurs propres de A :

€ sp(A) <= X4(\) = det(\ 5 — A) = 0.
XA(\) - 1 A 0

A—-1 0 -1

= A—1 X 0
C1+C1+C2+C3 N—1 -1 A

En effectuant Ly «— Lo — Ly et Lg < L3 — Ly, on obtient

A—1 0 -1
XA =| 0 A 1
0 -1 A+1

Par développement par rapport a la premiere colonne, on obtient

A 1

wn=0-n |4

‘ =A-DAA+D)+1)=A-1) (N+Ar+1) = A-1A—j)(A—35%)

2 o
wvee j = exp (%7 ). Done 0(4) = mag ul = maz {1} %) = 1.

X 4, le polynoéme caractéristique de A, est scindé a racines simples donc A est diagona-
lisable et chaque sous-espace propre de A est de dimension 1.

1 1 1
e On remarque que A [ 1| = [ 1] alors E1(A) = Ker(A—1I3) =Vect | |1
1 1 1
1 j° 5
eOnremarqueque A j | =1 =72 =427 | alors
j° J j' j°
1
Ejp(A) = Ker(A — j2I3) = Vect J
j2
[ ]
a; 50 1\ [z 0
X=\|y| €Ker(A-jl3) — 1 -7 0 yl =10
z 0 1 —y z 0
—Jjr+2=0
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T z=jx
X=\|y| €eKer(A—jl3) — x =7y
z { Yy =jz
z=jx
= y=jz=7j%z orj =1
x=jy=ju
= {2k
y = j’x
1
& X=uza|j°
J
1
E;(A) = Ker(A—jI3) = Vect | | 7
J
1 1 1 1 0 0
Onsaitalorsque Q = [1 5 52| vérifie A=Q. [0 52 0] .Q ' et dapres ce qui a
INVE 00 J
été fait en question 4(c), on sait qu'une matrice P € GL3(C) telle que p(A) =||| A |||p
est P=Q '

L’inverse P~ d’une matrice P € GL3(C) telle que 1 = p(A) =||| A |||p est

1 1 1
Pr=Q=[1j 7
1 2

(e) Un exemple. Soit A = (a;;) € M,,(C) définie par : V(i, j) € [1,n]? a;; = j.

lere méthode : a savoir reproduire

Pour j € [1,n], la j*™ colonne de Aest C;= | : | =4 | : | =jC; alors rg(A) =1 et
par le théoreme du rang dimKer(A) =n — 1.

0 est donc valeur propre de A de multiplicité au moins égale a n — 1, on en déduit
que X4 le polynome caractéristique de A se factorise par X™~ !, mais on sait aussi que
Xgp=X"—-Tr(A)X" 1+ ..+ (=1)"det(A) donc

X4 = X"HX — Tr(4)) = X" (X — Xn: k:) = X! <X - —”(”; 1))

On a donc sp(A) = {0, @} et p(A) = w
n(n +1)

e La valeur propre A\ = est simple donc le sous-espace propre associé

2
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E\(A) = Ker(A — \I,,) est de dimension 1, or on remarque que

1 Z] 1
P I P R ISR
; § 5 ;
1 , 1
2
j=1
1
donc E)\(A) = Vect :
1
T
e X=|:|€eKer(A) < AX =0<«= 21+ 229+ - +nx, =0, on a donc
xn
-2 —-n
s} 1 0
X|:|eKer(A)<=X=2,| O | +-- 42,
T : 0
0 1
-2 —-n
1 0
On en déduit que Ey(A) = Ker(A) = Vect O f,...,] :
: 0
0 1
Par le résultat de la question 4(c), 'inverse P! d’une matrice P € GL,(C) telle que
1 -2 -3 -~ -n
1 1 0O --- 0
p(A) = [ Allpest| PP = |: 0 1 '
SRR 0
1 0 0 1

2nde méthode : si on n’a pas vu le rang de A

Par produit matriciel en notant A? = (@j)1<i j<n, O &

o = 3 anay zkg—yzk— LU

n(n+1)

n(n+1) n(n+1)

2
annulateur de A scindé a racines simples, on en déduit que A est diagonalisable avec

1
sp(A) C {O, n(nT—i—)} et sp(A) # @. A # O, alors 0 ne peut pas étre la seule valeur

Donc A% = Aet X2 — X =X|X- est un polynome
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n(n+1)

propre de A et A # I,, alors ne peut pas étre la seule valeur propre

n(n+1)
2

P n(n+1
de A. On en déduit que sp(A) = {0, %}
Arrivé ici, soit on recherche directement les deux sous-espaces propres par résolution
du systeme (A — A,,)X = 0 avec A € sp(A), soit on va d’abord un peu plus loin en
cherchant la dimension de chaque sous-espace propre.

En effet, A étant diagonalisable, la somme de ses valeurs propres comptées avec leur
multiplicté est égale a la trace de A, donc en notant k et p les mutlitiplicités respectives

1
des valeurs propres 0 et @, on a :
1 & 1
k=1

1
donc p =1 et Enwmiy (A) = Ker (A — @) est de dimension 1, puis

2
dimKer(A) = n — dimEnni(A) = n — 1. On termine comme dans la méthode

précédente.

b

5. Dans cette question, on suppose que n = 2. Soit donc A = ( (2 d > € My(C).

(a) On pose m = max(|a| + |b], |c| + |d]).

Soit 7 = () € C2, par définition [|Z]lw = maz (|21, |z|).

zZ2
Az (@ b (=) (e + bzy
c d 29 cz1 + dzs

donc par définition || AZ ||o= maz (Jaz; + bzal, |cz1 + dzs]), or |21] < || Z]| et
|20] < [|Z]|o0 alors

|az1 + bzs| < aflz1] + [blza] < (Ja] + PN Z]cc <m | Z [l

|cz1 + dz| < cf|z1] + |d]ze] < (e + AN Z]oe <m | Z [l

On a donc| [|[AZ]|oc < m||Z]| -

e Soit Z € C" tel que [|Z]|o < 1, 0n a ||AZ||o < m||Z] < m, alors par définition de
borne supérieure ||| Al < m.

e On suppose que m = |a| + |b], alors |¢| + |d| < |a| + |0].

0 sia=0 0 sib=0
Soit Z = (1) avec 2, = _ et zp =14 7 on a |z| € {0,1}
2 L sia#0 LA
lal ]

et |z € {0,1} donc || Z||c = maz(|z1], |22]) < 1 et

|AZ |0 = maz (laz1 + bz, [cz1 + dzs])
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avec

0 sia=0
az =4 9

‘ sia#0 la| et de méme bzy = |b|
lal

Donc |az 4 bzs| = ||a| + |b]| = |a| + |b] = m.

De plus |cz1 + dzo| < |c|.|z1| + |d].| 22| < |c] + |d] < m.

On a donc trouvé un vecteur Z € C” tel que ||Z]|w < 1 et ||AZ||oc = m. On en déduit
que |[[Alfjec = m.

e Sim = |c| + |d|, en reprenant les formules précédentes avec échange entre a et ¢ et b
et d, on a aussi dans ce cas |||Al||s = m.

Finalement on a obtenu : |||Al||oc < met |||A||le = m, donc| [||A]||ec = m = maz(|a| + |b|, |c| + |d

On suppose la matrice non diagonalisable et on note f I’endomorphisme de C? canoni-
quement associé a A.

i. A est a coefficients complexes donc X 4 son polynéme caractéristique est scindé sur
C et donc A admet au moins une valeur propre.
Si Sp(A) contenait deux éléments alors X 4 serait scindé a racines simples et A serait
diagonalisable, ce qui n’est pas le cas ici.

On en déduit que sp(A) ne contient qu'un seul élément. On le note a.

ii. _lere méthode :
a est 'unique valeur propre de A et X4, son polynome caractéristique, est scindé
alors on sait que A est trigonalisable et plus précisément A est semblable & une ma-
trice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

de A, ce qui revient a 'existence d’une base e de C" telle que Mat.(f) = ( o p )

0 «
avec € C.

«

Il existe bien une base e de C? telle que : Mat.(f) = ( 0

i)avecBGC.

2nde méthode :

a est 'unique valeur propre de A, alors il existe un vecteur non nul u € C? tel que
f(u) = au. (u) est alors une famille libre de C? que 1'on peut compléter en une
base e = (u,v) de C% La matrice de f dans cette base est Mat.(f) = (g 5)
avec (8,7v) € C% Comme X4 = (X — a)? = X? — Tr(A)X + det(A), on sait que
Tr(A) =2a = o+ et donc v = a.
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Il existe bien une base e de C? telle que : Mat.(f) = ( (g g ) avec € C.

iii. Soit € > 0.
On reprend e = (u,v) base de C? telle que Mat.(f) = ( @ B >, on a 3 # 0 car

0 «
f n’est pas diagonalisable. ¢’ = (v/,v), avec ' = —u, est toujours une base de C?
€
Au' = A (éu> = éom = ou’
€ €

puisque ' est non nul et colinéaire a u, de plus ,

Av =av + fu=av + e
o'

donc la matrice de f dans la base ¢’ est Mat.(f) = ( 0

€ , .
o | que 'on peut aussi
- a ,
écrire avec Le.

( - ) 18 <

iv. Notons P la matrice de passage de la base ¢’ & la base canonique de C?, on sait que

PeGLy(C)et PAP =T = « avec || <e.

/
0 o
On a alors |||Al|lp = [||PAP7Y|leo = |||T]|leo, €t par le résultat de la question 5(a)

1Al = [T lle = maz (lal, |6 + laf) = |al + 6] = p(A) + 15| < p(A) + &

Il existe bien une matrice P € GLo(C) telle que : ||| A |[|[p< p(A) +¢.

e D’apres la question 4(c), si A est diagonalisable alors il existe P € GLy(C) telle
que [[|A]llp = p(A) et d’apres la question 5(b), si A n’est pas diagonalisable alors
Ve >0 3P € GLy(C) tel que |||A||lp < p(A) +&.

Finalement dans tous les cas : Ve > 0 JP € GLy(C) telle que |[|A]||p < p(A) + €.
Ce qui signifie que Ve > 0 p(A)+e n’est pas un minorant de {|||A|||p, P € GLy(C)}.

e D’apres la question 4(b) VP € GLy(C) p(A) < |||A]l|p, donc p(A) est un minorant
de {[l|Alll,, P € GLy(C)}.

On a donc obtenu que p(A) est le plus grand des minorants de {|||A|||p, P € GL3(C)}

et donc Pe(l;%E(C) | A [llp= p(A).

Un exemple. Soit A = ( :g ? )

e Par 5(a), on sait que| ||| A ||lco= maz(| — 3| +8|,| — 2| + |5]) = 11.




PSI

Un corrigé du D.M. n°03 12

e On sait que le polynome caractéristique de A est
Xg=X?—Tr(A)X +det(A) = X* = 2X + (=15+16) = (X — 1)?

donc A admet 'unique valeur propre 1 et A # I3 donc A n’est pas diagonalisable. On
a p(A) = |1| = 1 alors en prenant £ = 1 la question 5(b) iv donne

I'existence d’une matrice P € GLy(C) telle que |||All|p < 2.

On suppose p(A) < 1, il existe donc € > 0 tel que p(A) < p(A) +¢e < 1. Et par question
5(b) iv, il existe une matrice P de GLy(C) telle que |||A]||lp < p(A) +e < 1.

1A%l = IIPA* P~ ]| = [[(PAP™).(PAP™)]]

alors par la question 2 on a
1A%[lp < [[PAPTH]IIS,

Ce qui donne [||A2[||p < |||A]||3.

En utilisant PA" P~1 = (PA"P~1).(PAP™1), on obtient par récurrence que :
vn =2, 0<|[lA"[[e < [I[A[l[E-

Puisque |||Al||p < 1, la suite géométrique (||[Al||p), en- converge vers 0 et par théoreme
d’encadrement on obtient que la suite numérique (|||A"|||p),cn- converge vers 0, donc
la suite de matrices (A™) converge vers la matrice nulle pour la norme ||| ||| p. Puisque

M,(C) est de dimension finie, | si p(A) < 1 alors la suite (A™) converge vers la matrice nulle.

Fin du corrigé



