PSI Un corrigé du D.S. n°03 - Sujet B 1

Le sujet était composé de deux problemes indépendants.

Probléme : Extrait de CCINP PSI 2023

Soit (n,p) € N* x N*. On s’intéresse ici a la convergence des suites matricielles (M )gen ol pour
tout k € N, M, € M,,,(C) avec p = 1 (matrices colonnes) ou p = n (matrices carrées). Pour tout

k € N, on note alors M, = (m(k)

: (k)
b ou plus simplement M = (m )
N ) (ig)eltn] < [Lp] )

,J

On suppose que 'espace vectoriel M,,,(C) est muni d’'une norme notée |.|| indifféremment des
n7p

valeurs de n et p. En particulier, si V- € M,,;1(C), V est une matrice colonne assimilée a un vecteur

de C™ et on note ||V|| sa norme.

On rappelle que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1. la suite (Mj)ken converge vers la matrice A = (a; ;) € M,,,(C):

2. la suite des normes (|| My — Al|)xen converge vers 0;

3. pour tout (i,5) € [1,n] x [1,p], la suite de nombres complexes (m(»k)

i ) converge vers
keEN

a;; € C (convergence des coefficients de la matrice).

On s’intéresse en particulier a la suite des puissances itérées (M "“) LN d’une matrice donnée
M e M, (C).

Partie I - Diagonalisation et puissances d’une matrice particuliere

Soit n € N tel que n > 3. Pour tout (a,b) € C?, on définit la matrice M(a,b) € M,,(C) par :

b a a ... a

a b a ... a
M(a,b) =

a ... a b a

a ... a a b

et on note P,; le polynome caractéristique de la matrice M (a,b) :
Ve e C P,y(v) =det(zl, — M(a,b))
On note I,, la matrice identité de M,,(C) et on remarque que pour tous réels a et b,

M{(a,b) = b, + aM(1,0).

1. On suppose, dans cette question uniquement, que (a,b) € R2.

La matrice M (a,b) est symétrique réelle donc elle est diagonalisable.
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Par calcul matriciel direct pour V.= | : | € M,,1(C), on a
1
b+ (n—1)a
M(a,b)V = : =0b+(n—-1a)V avecV #0
b+ (n—1)a

donc | V est un vecteur propre de M (a,b) pour la valeur propre A = b+ (n — 1)a.

lere méthode : puisque que I'on donne la formule

D’apres le résultat de la question précédente, on sait que 0+ (n — 1) x 1 = n — 1 est une
valeur propre de M (1,0), donc (X — (n — 1)) divise le polynome caractéristique P, o.

1 ... 1
- (1)

1 ... 1
théoreme du rang Ker(M(1,0) 4 I,) est de dimension n — 1 > 2, alors (—1) est une valeur
propre de M(1,0) de multiplicité au moins égale a (n — 1), ce qui entraine que (X + 1)"!
divise P o.

On remarque que M(1,0)+ I, , donc M (1,0) + I,, est de rang égal a 1 et par

—1#mn—1,alors (X — (n—1))(X + 1) divise Py, or on sait que P est un polynéme

de degré n et de coefficient dominant égal a 1, donc| P = (X — (n — 1))(X + 1) !

2nde méthode : par calcul direct

Par définition pour tout réel z

P o(z) = det(zl, — M(1,0))
r —1 -1 —1
-1 x -1 —1
—1 -1 x -1
—1 -1 -1 =x
on effectue C; < C + Z C;, on obtient :
j=2
r—(n-1 -1 -1 -1
r—(n-1) =z -1 -1
PI,O('T) = : —1

: : =1

r—(n—-1) —1 -1 =z
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On effectue alors L; «— L; — Ly pour tout i € [2,n] et on obtient :

r—(n-1) -1 -1 ... -1

0 r+1 0 ... 0

Pro(x) = . i ) ) .
: .o 0

0 .. 0 x+1

Par déterminant d’une matrice triangulaire :

VieR Plr)=(x—n-1(+1)""!

On a bien P o(X) = (X — (n — 1)(X + 1) 1.

4. On suppose que a # 0. On remarque que M(a,b) = bl,, + aM; o alors pour tout scalaire x,
P.y(z) = det(xl, — M(a,b)
= det(xl, — bl, —alp)
= det((x —b)I, — aM)

puisque a # 0 et par multilinéairté du déterminant, on obtient :

—b
P.y(x) = a det (I—In - Ml,O)
a

X-b
On obtient donc P, ,(X) = a" P <—)
a

Le résultat de la question 3 donne alors

a a

Fap(X) = a” (X_b —(n—1)> (X_bﬂ)n1 = (X =(b+(n—1)a)(X = (b—a)""

Les valeurs propres de M (a, b) sont les racines de son polynéme caractéristique avec leur mul-

tiplicité, donc ce sont | les deux réels b+ (n — 1)a et b — a de multiplicité respective 1 et n — 1.

5. On définit le polynéme @, € C[X] par Qup(X) = (X — (b—a))(X — (b+ (n — 1)a)).

Qap(M(a,b)) = (M(a,b) = (b—a)ln).(M(a,b) = (b+ (n—1)a)ly)

= M(a,a).M(a,—(n—1)a)
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Notons M(a, a) = (ai)1<ij<n, M(a,—(n —1)a) = (b;;)1<ij<n €t Qap(M(a,b)) = (cij)i<ij<n;
—(n—1a sii=jy
a sit#j

2

on a b;; = , donc par produit matriciel pour (i, j) € [1,n]

Cij = Zaikbkj = a;;bj; + Z aibr; = —(n—1)a®+ Z a?=—(n—-1a*+(n—-1)a*=0
k=1 k=1,k£j k=1,k#j

Donc Qup(M(a,b)) = O,.| Qqp est bien un polynome annulateur de M (a, b).

e Sia#0alorsb+ (n—1)a # b—a et Qup est un polynome scindé a racines simples qui est
annulateur de M (a,b), par caractérisation on sait que M (a,b) est diagonalisable.

e Sia =0 alors M(a,b) = bl, est diagonale.

Dans tous les cas M (a,b) est diagonalisable.

6. Soit £ € N. On suppose que a # 0. Par division euclidienne, il existe un unique couple de
polynomes (Qg, Rx) tel que X* = Qup(X).Qr(X) + Rp(X) avec deg(Ry) < deg(Qap) donc
il existe (up,vx) € R? tel que X¥ = Qu4(X).Qr(X) + upX + vp. En évaluant en b — a et
b+ (n — 1)a les deux racines distinctes de (), p, on obtient uy et vy vérifient :

(b—a)* = up(b—a) + vy (b—a)f = up(b—a) + vy,
(5) —

(b+ (n—1)a)* = up(b+ (n — 1)a) + vy, fattamhn (b+ (n—1)a)* — (b — a)* = nau,
(b+(n—1a)" —(b—a)*

na

U =

() «—
(b—a)(b+ (n—1)a) — (b—a)(b+ (n —1)a)*

Vi =

Le reste de la division euclidienne du polynéme X* par le polynome Q,; est donc
R = uip X + vy, avec les valeurs trouvées ci-dessus.

Puisque Qq(M(a,b)) = O, on obtient

(b+ (n—1)a)* — (b—a)*

na

M(a,b)* = w,M(a,b) + vil, avec :
(b—a) b+ (n—1)a) — (b—a)(b+ (n —1)a)k

Vi =

7. Supposons que [b —a| < 1let [b+ (n—1)a] < 1.

lere méthode : avec la question 6
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D’apres le résultat de la question 6., on sait que

(b+ (n—1)a)* — (b—a)*

na

U =
Vk € N M"(a,b) = upM(a, b)+vil, avec
(b—a)(b+ (n—1)a) — (b—a)(b+ (n —1)a)*

Vi =

Par hypotheses |b —a| < 1et |b+ (n—1)a|] < 1 alors klim (b—a)*=0cet
—+00

lim (b+(n—1)a)* = 0. Par opérations sur les limites on obtient lim wuj, = 0et lim v =0,
— 4o k—+o00 k— o0

alors klim (upgM (a,b) + vp1,) = O, et| la suite (M*(a,b))ren+ converge vers la matrice nulle.
—+00

2nde méthode : avec les questions 4 et 5

D’apres les questions 4 et 5, on sait qu’il existe une matrice P inversible telle que

b—a 0 ... ... 0
o .o 0
M(a,b) = P.D.P™" avec D = :
: . b—a 0
0O ... ... 0 b+(n—1a
b—a) 0 ... . 0
0 0
AlorsVk € N*  M*(a,b) = P.D*.P~! avec D* = :
: . (b—a)k 0
0 0 (b+ (n—1)a)"
Puisque [b—a| < 1et |b+(n—1)a| < 1, on sait que lim (b—a)* =0= lim (b+ (n—1)a)*
k—+o00 k—+o00
et donc klim D¥ = O,. On en déduit (vu en exercice en classe mais on le verra dans le cours
—+00
plus tard) que klim PD* P! = P.O,.P~! =0, et donc
—+00
la suite (M*(a,b))ren- converge vers la matrice nulle.
Partie II - Limite des puissances d’une matrice
Soit n € N*. On considere I'espace vectoriel C" muni d’'une norme notée [.||. On note sa base
canonique A = (ey, ..., e,). Soit v un endomorphisme de C™ vérifiant la propriété suivante :

VA€ Sp(u), |A <1

ou Sp(u) est 'ensemble des valeurs propres de u. On note A la matrice de 'endomorphisme u dans
la base £.

L’objectif de cette partie est de montrer que lim A* = 0.
k—+o00
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On suppose (sauf a la question 12.) que A =T ou T est une matrice triangulaire supérieure :

)\1 * *
0 )\2 X* *
. . . *
0 ... ... 0 X\

8. Par définition de la matrice A = T', on sait que u(e;) = Aie; et si uf(e;) = \¥e; alors par
linéarité u**t(e;) = uf(N\er) = \MuF(er) = MHle, done par récurrence on obtient

Vk € N* uf(e)) = Mey

done [[u*(en)[| = [Mf*[le]]-

Puisque A = T est triangulaire, ses valeurs propres sont les coefficients de sa diagonale, donc

en particulier |\;| < 1, ce qui entraine lim A\ = 0 et donc |  lim [u*(e))] = 0 | ce qui
k—+o00 k=00
s’écrit klim |[u*(e1) — 0] = 0 donc la suite de vecteurs (u*(e;))ren converge vers le vecteur
——+o00
| lim uf(ey) = 0.
nul ;| im_u(e1)

On suppose qu'il existe i € [1,n — 1] tel que pour tout j € [1,i], lim u"(e;) = 0.

k—+o00
9. A =T est la matrice de I'endomorphisme u dans la base (eq,...,e,), donc ses colonnes sont
les coordonnées dans la base (ey, ..., e,) des vecteurs u(ey), ..., u(e,). Or A est triangulaire
supérieure alors u(e;y1) € Vect(ey, ..., e;1) et la (i + 1) coordonnée de u(e;y1) est \iy1,

donc il existe x € Vect(e;) e, tel que :| u(eiy1) = Aip1€i41 + o

On en déduit que pour k =1, on a : uf(e;1) = AF e + Z /\fﬂm L™ ().

k—1
Soit k € N* tel que u*(e;41) = M\, €1 + Z At (), alors par linéarité de u :
m=0
k—1
uM(ein) = u (uk(€i+1)) = >\§+1U(€i+1) + Z )\fﬂm ™ ()
m=0

En utilisant u(e;41) = Ait1€i11 + 2 et en effectuant le changement d’indice p = m + 1 dans
la somme il vient

k11
ktlip. ) = P(z) = Akt (k+1)=p=1, p
W ein) = A + AL+ E AiptuP (x) = NiHes + E A (x)

p=1
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)\kmlm

On a ainsi montré par récurrence que | Vk € N*  u¥(e;41) = A\, €401 + E il

: _ * k 1 _ : k 1 _
10. @ Si )1 =0alorsVk € N Z Aipiu™(z)|| = 0et donc kEIJPoo Z A u™ ()|l = 0.
e Supposons \; 11 # 0.
Par inégalité triangulaire et homogénéité de la norme
k—1 k—1
0< |1 N (@) < Y ol um (@)
m=0 m=0

k—4o00

Par hypothese lim u"(e;) = 0 pour j € [1,i], or z € Vect(ey,...,e;), donc il existe

(] K3
(ag,...,0q;) € C' tel que z = Zozjej et par linéarité de u, Vk € N u(z) = Zajuk
=1 =

et par combinaison linéaire de limites finies on obtient lim u"(x) = 0.
k—+o00

On en déduit que Ve >0 Fko € N Vm e N, m > k)= ||[u"(z)|| < € et donc

ko k—1
Z)‘f+1m ()| < (Z |A¢+1|k_m_1||um(93)ll) +( > IAi+1lk_m_1€)
m=0

m=0 m=ko+1

k>ky—

Par le changement d’indice p = k — m — 1 sur la seconde somme, on obtient :

k—ko—2
< Pl Z”“ > el
i+1 P\ 1‘m+1 te i+1

p=0

ko

DA ()

m=0

k> ky—

N . . ) k : k ||u _
Par hypothese [Aia| < 1 donc lim [Xiy]* = 0 donc lim (Mml Z iy 1|m+1) = 0.

On en déduit qu'il existe k; € N* tel que k > ki = |\ |F (7; ||l\u 1<|m)+”1) <e.
k—ko—2
De plus la série géométrique a termes positifs Z |Aix1|P converge, on a alors Z | Ait1]|P <
p=0 p=0

+oo
Z |[Air1|P donc
p=0

1
k> (Ko, k1) ALy ( :
max(ko, ki) Z il €+€1_|)\i+1’
1
En posant M =1+ ——, on aM > 0 et

1= [Aiga]

ko
k > max(ko, k1) = Z Aty (z) || < Me

m=0
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On a ainsi obtenu :

Ve>0 dKeN ViEeN k> < Me

— | St

On a donc obtenu : | lim E )\me ™ (z)|| = 0.
k——+o0
On a aussi lim ||\ 41| = lim [Aiq]"[Jesa]] = 0.
k——+o0 k——+o00
ko
On rappelle que u*(e;41 = AF, €1 + E )\fﬂm Lu™(z), alors par inégalité triangulaire
m=0
k-1
<l (eill < [N el + A (@)
S i+1 i+1%i+1 i+1
m=0
alors par théoréme d’encadrement lim [[u*(e;41)|| = 0,ce qui signifie que| 1im_ u*(ez41) = 0.
k—+o0 k—+o00
La matrice T* est la matrice de 'endomorphisme u* dans la base (ey,...,e,) alors sa ¢ie™me
colonne représente le vecteur u*(e;) dans la base (e, ..., e,).

Les questions 8-10 forment la preuve par récurrence forte que : Vi € [1,n] klim uF(e;) = 0.
— 400

Alors par la caractérisation 3 de ’énoncé sur la convergence d’une suite de matrices, on ob-

tient | lim T% = O,.

k——+o0

On ne suppose plus que A est triangulaire supérieure.

Tout polynéome de C[X] étant scindé, le polynome caractéristique de la matrice A est scindé
dans C[X], alors on sait que A est trigonalisable, il existe donc une matrice inversible P et
une matrice triangulaire T telles que A = P.T.P~! avec les coefficients diagonaux de T" qui
sont les valeurs propres de A.

On obtient alors par récurrence : Vk € N*  A* = PT* P~! et d’apres I’étude précédente,

klim T* = O,. Les matrices P et P~! étant indépendantes de k, par produit matriciel et
—+00

opérations sur les limites finies, on obtient klim PT* P~'=0,.
—+00

On a bien lim A*F =
k—+o00
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Probleme n°2 : Ensemble des matrices diagonali-
sables a coefficients réels

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On note M,,(R), le R-espace vectoriel des matrices carrées
a n lignes et n colonnes et a coefficients réels.

Dans tout l'exercice, une matrice de M,,(R) est dite diagonalisable si elle est diagonalisable dans

M, (R).

D,, désigne I'ensemble des matrices diagonalisables de M,,(R), S,, ’ensemble des matrices symétriques
de M,,(R), et o, celui des matrices antisymétriques de M,,(R).

. ) . ., . +1 ) )
Question de cours : On sait que §,, est de dimension égale a n ) et &7, est de dimension
—1
égale a M
2
Partie 1

On prend dans cette partie n = 2.

13. On sait que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable donc Sy C Ds.
2x3

De plus dimS; = = 3, donc

S» est un sous-espace vectoriel de dimension 3 de Ms(R) constitué de matrices diagonalisables.

14. On sait que dimM;(R) = 2% = 4.
. 0 1
La matrice (_1 0
est X? + 1 qui n’est pas scindé dans R[X] donc My(R) n’est pas contenu dans Ds.
On en déduit que tout sous-espace vectoriel de My(R) inclus dans Dy est de dimension stric-
tement inférieure a 4.
On a vu que S, est un sous-espace vectoriel de Ms(R) contenu dans Ds, on en déduit donc

) n’est pas diagonalisable dans M (R) puisque son polynéme caractéristique

que | la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de Ms(R) contenu dans Dy est 3.

15. Supposons que Dy soit un sous-espace vectoriel de My(R) alors d’apres le résultat précédent
on a dimDy = 3 = dimS, et puisque Sy C D», on a finalement Dy = Ss.

: 1 . : . e
La matrice A = ( est triangulaire, son polynome caractéristique est donc (X — 1)X

1
0 0
qui est scindé a racines simples alors A est diagonalisable. On a donc A € Dy, mais A ¢ S,
ce qui est absurde.

Par raisonnement par 1’absurde on a obtenu que D, n’est pas un sous-espace vectoriel de My (R).

Autre méthode : celle utilisée en partie 2
On prouve directement que Dy n’est pas un sous-espace vectoriel en prenant deux matrices
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diagonalisables dont la somme n’est pas diagonalisable.

Par exemple A = (_01 é) et B = ((1) 8) sont diagonalisables (polynome caractéristique
scindé a racines simples) et A + B = 8 (1) est triangulaire alors 0 est sa seule valeurs

propre, or le polynome X —0 = X n’est pas annulateur de A+ B, on sait par caractérisation
que A + B n’est pas diagonalisable.

16. On a vu que S C Dy C Ms(R) avec dimSs = 3 et dimM;y(R) = 4, donc

le seul sous-espace vectoriel de My(R) contenant Dy est My (R).

17. SoientQ:{(ccl cbl) |(a—d)2—|—4bc>0} etF:{(Z 2) |(a—d)2+4bc>O}.

Soit A € My(R), il existe (a,b,c,d) € R?* tel que A = <i 2) Le polynome caractéristique
de A est

Xg=X?—Tr(A)X +det(A) = X*> — (a+d)X + ad — bc
Ce polynome du second degré admet pour discriminant

A = (a+d)? —4(ad — bc) = a* + 2ad + d* — 4ad + 4bc = (a — d)?* + 4bc

e Si AeQalors A > 0 et donc X4 admet deux racines réelles distinctes; X 4 est alors scindé
dans R[X] et a racines simples et par le théoreme de Cayley-Hamilton il est annulateur de
A,donc A est diagonalisable. On a donc €2 C Ds.

e Si A € D, alors X 4 scindé dans R[X], donc son discriminant est positif, ce qui donne A € F.

On a bien obtenu : Q2 C Dy C F.

Partie 2

On revient au cas général avec n > 2.
18. Soient A = (a;;) € M,(R) et B = (b;;) € M, (R) définies par :

e a1 =ajp=1,a0=—1¢et a;j = 0 sinon,

® b1 =—1,b1oa="byo=1c¢tb;=0sinon.

(a) Les matrices A et B sont des matrices triangulaires et aussi diagonales par blocs :

On_Q On—2

lere méthode : sans le polynome caractéristique
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Les valeurs propres de A et B sont leurs coefficients diagonaux donc sont (—1),1 et
0, on sait, par caractérisation, que A et B sont diagonalisables si, et seulement si,
P=X(X—-1)(X+1)=X3— X est un polynome annulateur de A et de B.

Par produit de matrices diagonales par blocs, puisque A = ¢ 0 ) avec

0 On—2
(11 a2 C? 0 (L 0
C_<O _1),ona.A _(O 032)—(0 On—2) et

3 s (O x 1 0 _(C 0 o
AT=44 _( 0 On—2 XOn—Q B 0 On—? =4

Donc P(A) = 0. On montre de méme que P(B) = 0.

A et B sont diagonalisables.

2nde méthode : avec le polynome caractéristique

Par définition du polynome caractéristique X4 de A, on a :
Vee R Xu(x) = det(xl, — A)
r—1 -1
= 0 z+1
x[n—Z

déterminant d’une matrice triangulaire ou diagonale par blocs

r—1 -1
0 T+

1’ det(zl,_2)

VieR Xp(x) = (z—1)(z+1)z" 2

De méme B étant triangulaire, Xg(z) = det(xl, — B) = (z + 1)(z — 1)a" 2

A et B admettent donc les mémes valeurs propres —1,1,0 qui sont respectivement de
multiplicité 1,1,n — 2.

Les sous-espaces propres Ker(A—1,,), Ker(B — 1), Ker(A+1,) et Ker(B + I,,) sont
alors de dimension 1 (sous-espaces propres associés a des valeurs propres de multiplicité

1).
Les deux premieres colonnes de A, respectivement de B, ne sont pas colinéaires et les
autres colonnes sont nulles alors rg(A) = 2 = rg(B), par le théoreme du rang on obtient

que Ker(A) et Ker(B) sont de dimension n — 2.

X4 et Xp sont scindés et chaque sous-espace propre est de dimension égale a la multi-

plicité de la valeur propre associée donc| A et B sont diagonalisables.
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0 2
(b) On remarque que A+ B = |0 0 est triangulaire donc son polynome ca-

On—2
ractéristique est X™. 0 est la seule valeur propre de A + B, mais X — 0 = X n’est pas
annulateur de A+ B, alors par caractérisation on sait que A+ B n’est pas diagonalisable.

Ona: A€ D,, B € D,avec A+B ¢ D, donc| D, n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R).

19. Soit N € M, (R), antisymétrique.

I
Soit A € R une valeur propre de N, il existe X = | € M,1(R) tel que X # 0 et
‘CETL
NX = )X, alors
XTNX =XT.(0X) =) XT.X

On a aussi en passant a la transposée :
(X" NX)' = X" N (X! = XT(-N).X = - XT N.X) = -\XTX
XT.N.X est une matrice carrée d’ordre 1 donc (X7.N.X)" = XT.N.X et donc
AXTX = -2XT.X
Par produit matriciel X7.X = Z:Ei et X # 0 donc XTX = in > 0 et par division

k=1 k=1
A = —\. Le réel \ est donc nul.

On a donc Spr(N) C {0} avec Spr(N) ensemble des valeurs propres réelles de N.

20. Soit S un sous-espace vectoriel de M,,(R) contenu dans D,,.

e S N 47, est un sous-espace vectoriel de M,,(R) par intersection de deux sous-espaces vec-
toriels donc 0 € S N .<7,.

e Soit A € SN .,. A est donc diagonalisable et n’admet que 0 pour valeur propre, donc le
polynome X — 0 = X est annulateur de A, ce qui donne A = O.

On a donc S N, = {0}.

S et o7, sont donc en somme directe, donc dim(S + 47,) = dim(S) +dim(<,) < dimM,,(R),
n(n+1)

ce qui donne dim.S < —

1
nt1) , la dimension

n(n+1)

Or §,, est un sous-espace vectoriel inclus dans D,, qui est de dimension

maximale d’'un sous-espace vectoriel de M,,(R) contenu dans D,, est donc et S,



PSI Un corrigé du D.S. n°03 - Sujet B 13

réalise cette condition.

21. Soit une matrice P € GL,(R).
On note fp I'application linéaire qui & une matrice M € M, (R) associe la matrice P~ M P.

(a) VM € M, (R), fp(M)=P'MP € M,(R).

Par distributivité du produit matriciel sur I’addition, on sait que

V(M,N,\) € M,(R) x M,(R) xR fp(AM +N) = P (AM+N).P
= (APT'M+P7'N)
= AP'MP+P!NP

V(M,N,\) € Mu(R) x Mo(R) xR fp(AM + N) = Afp(M)+ fp(N)

fp est donc un endomorphisme de M,,(R).

V(X,Y) e M,(R)xM,(R) Y=FfX)<=Y =P 'XP< PY=XP+PYP'=X

or P= (P 1)1 alors fp(X) =Y <= X = fp-1(Y), ce qui signifie que fp est bijective
de réciproque fp-1.

fp est un automorphisme de M, (R) et f5' = fp-1.

n(n+1).

fp étant un automorphisme de M, (R) 5

dim Sp = dim fp(S,) = dimS,, =

(b) Soit B € Sp, par définition il existe M € S, telle que B = fp(M) = P'MP.
M € §,, donc M est diagonalisable, M est semblable a une matrice diagonale D et B est
semblable a M alors B est elle-méme semblable a la matrice diagonale D. Donc B € D,,.

On a prouvé : Sp C D,,.

(c) e D’apres le résultat de la question précédente, VP € GL,(R) Sp C D, donc
U S p» C D,.

PEGL,(R)

e Soit M € D,,, M étant diagonalisable elle est semblable a une matrice diagonale donc il
existe P € GL,(R) et D matrice diagonale telles que M = P~*.D.P, alors M = fp(D)
et D étant diagonale elle est symétrique donc M € fp(S,).

On a donc VM € D,, 3P € GL,(R) tel que M € Sp, donc M € U Sp et
PeGL,(R)

D.c |J sk

PeGL,(R)
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Par double inclusion on a obtenu : D,, = U Sp.
PEGL,(R)

22. On note {E; ;, (¢,7) € [1,n]?*} la base canonique de M,,(R) o E; ; est la matrice de M,,(R)
dont tous les coefficients sont nuls excepté celui de la ligne 7 et colonne j qui vaut 1.

(a)

(b)

By =(E; + Eﬂ?i)l@‘éj@ est une base de S,,.

Pour tout couple (i, j) de [1,n]? ot i < j, on pose T;; = 4F;, + F; ;.

Soit P la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont (1,...,1,2,1,...,1) oule 2
est a la j-eme position.

n
On peut donc écrire P = 2E; ; 4 E E} 1, alors par matrice inverse d’'une matrice
k=1,k#j

1 n
diagonale, on a P~! = §Ej7j + Z Ey .
k=1k#j
0 sij#k

1 sijek alors

On sait que V(i,5,k,¢) € [1,n]* FE;;.Ere = §jxEip onl 6,5 = {
puisque ¢ < j on a :

T,;P = (4Ej,l-+Ez-,j).<2Ej,j+ > Ekk>
k=1,k+]

= 044 Y 4EE+2E;+ > 0
k=1,k#j k=1,k#j
T,.;P = A4E;; 4+ 2E;,

Ce qui donne alors

. 1 -
P 1]}JP = (iEj’j + Z Ek,k) . (4Ej,i + 2Ez',j>
k=1,k#j

= 2K;; +4 Z 04+0+2 Z Ey B
k=1, k4] =1,k
Pilj—;’jp = 2Ej,i + QEZ‘J‘

D’apres 'égalité ci-dessus P17} ;P € S, on sait alors que P~'T; ;P est diagonalisable.
T; ; est semblable a P‘leP qui est elle-méme semblable a une matrice diagonale D

donc T; ; est elle aussi semblable a D. | La matrice 7; ; est donc diagonalisable.
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Soit T' = Vect(T; ;, (1, 7) € [1,n]% i < j).
T et S, sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R).
e Montrons que la famille (T} j)1<i<j<n est libre :

Soit (v j)1<i<j<n une famille de réels telle que Z a; ;T ; = 0.

I<i<jsn
Y e Ty =0 < > dagEj+ Y aE;=0
1<i<gsn 1<i<g<n 1<i<y<n
0 405172 ce 40&1,71
a2 0 . :
— ' =0
: ) 40v/n—l,n
A1 c. An—_1n 0

)

Z a;;j1;; =0 <= o ;j=0pour 1 <i<j<n
1<i<j<n

-1
La famille (7} j)1<i<j<n est libre donc dimT = card {T; ;, (i,7) € [1,n]%i < j} = %
On en déduit que dimM,,(R) = dimT + dimS,,.
e Soit AeTnNS,.

Il existe (ai’j)1<i<j<n et (ﬁi,j)lgigjgn des réels tels que A= Z ozz-,jT,;J = Z ﬁi,j (E@j + E’z)

1<i<j<n 1<i<i<n
ce qui donne
0 4dagp ... 4oy 26811 Pz e Bin
a0 e : _ Bra 2822 :
. 4Oén—l,n RE e 5n—l,n
al,n ... Oénfl,n 0 51,71 s 5n71,n Qﬁn,n

Donc «; ; = 0= f;; pour (i,j) € [1,n]* avec i < j et Vi € [1,n] f;; =0, donc A = 0.

OnaTns, ={0}.

T et S, sont donc supplémentaires dans M, (R) : | M,(R) =T ® S,,.

Toutes les matrices 7; ; sont diagonalisables et les matrices £; ; + F;; sont symétriques
réelles donc diagonalisables, on en déduit qu’ une base de M,,(R) constituée de matrices
toutes diagonalisables est la famille constituée des matrices T; ; avec 1 <7 < j < n et
des matrices E; ; + E;; avec 1 <@ < j < n.
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(d) Si F est un sous-espace vectoriel de M,,(R) qui contient D,,, alors F' contient toutes les
matrices T; ; avec 1 < i < j < n et toutes les matrices F; ; + F;; avec 1 <@ < j < n,
donc F' contient tous les éléments d’une base de M,,(R), ce qui donne F' = M,,(R).

M, (R) est le seul sous-espace vectoriel de M,,(R) contenant D,,.

Fin du corrigé



