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Exercice 1

. . 1 L
1. Démontrer que pour tout n € N, la fonction f, : ¢t — R est intégrable sur
[0, +o0].
+o0
2. Déterminer lim fn(t)dt.
n—r—+oo 0

Exercice 2

—T

e

1+ n2a?

1. Montrer la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0, 1].
1

2. déterminer lim fo(z)dz.
n——+0oo 0

Pour n € N et z € [0,1], on pose f,(x)

Exercice 3
Pour n € N*, on définit la fonction f,, par

vVt e R fn(t) = Ljon (t) (1 — E)nhl<t)

n

1. Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (f;,).

n——+oo n

—+o00 n t n
2. Démontrer : / In(t)e *dt = lim (1 — —) In(t)dt.
0 0

— 1 t
3. Soit v € R tel que Z P In(n)+v+o(1). A l'aide du changement de variable z = 1——
k=1

n—-+o0o n

+00
et d’une intégration par parties, démontrer que / In(t)e tdt = —.
0

Exercice 4

1
Soit ¢ € C'([0,1],[0,1]) telle que Vz € [0,1] [|¢'(z)] < 1. Calculer liril / f("(x))dx avec
feC(0,1,R) et p" =po---0.

Exercice 5

1. Montrer que pour tout n € N, f,, : t — t"In(t) est intégrable sur ]0, 1] et
1
calculer I, :/ t" In(t)dt.
0

n.n!

1
2. Prouver que f: ¢ — e "In(t) est intégrable sur ]0,1] et que / e'In(t)dt = — Z —
0 n=1
Exercice 6
400 1
On note ( la fonction zéta de Riemann : Vo > 1 ((z) =) —.

n=1
“+o00
1

+oo
Montrer que /2 (((x) —1)dx = Z ZIn(n)’

n=2
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Exercice 7

Soit a > 0. Pour tout n de N*, on note f,, : —1)mgnte,
1 +oo +oo
On cherche a prouver que / Z fu(t)dt = / fu(t)

1. Expliquer pourquoi on ne peut apphquer le théoreme d’intégration terme a terme.

2. En appliquant convenablement le théoreme de convergence dominée, montrer 1’égalité sou-
haitée.

Exercice 8

. o o [T ()
Soit f: R — C intégrable sur R. Déterminer lim dt.

=0 J_ t+x

Exercice 9
1
1
SoitF:x€1,+oo>—>/ dt
Rl AV s e

1. Montrer que F' est bien définie et monotone.

2. Montrer que F' est continue.
3. Trouver un équivalent de F'(z) quand x tend vers +oo.

4. Trouver la limite de F(z) quand z — 1%.

Exercice 10
sin(t) . 20 +oo

On définit la fonction f: ¢ — { 20 o on pose g : T > f(t)e " dt.
1 sit=0 0

1. Montrer que f est de classe C! sur R.

2. Montrer que g est définie sur D =|0, +o0].

3. Montrer que g est dérivable sur D et donner 'expression de sa dérivée.
4

. Calculer la limite de g(z) quand x — +o00, en déduire une expression simplifiée de g(x).

Exercice 11 Intégrale de Gauss

—x 1+t2)
Soient f :z +— At et T —
/ /0 9: / 12

1. Montrer que f et g sont définies et de classe C' sur [0, +oc[. Calculer f(0) et g(0).

+oo
2. Montrer que Vo >0 ¢'(z) = —=2f'(x) f(z) . En déduire la valeur de / et dt.
0



