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Exercice 1

Montrer que ∀A ∈Mn(R), tr(A) 6
√
n
√
tr(ATA). Préciser les cas d’égalité.

Exercice 2

Pour f et g dans E = C2([0, 1],R) on pose ϕ(f, g) =

∫ 1

0

(f(t)g(t) + f ′(t)g′(t)) dt.

1. Montrer que ϕ définit un produit scalaire sur E.

2. On pose F = {f ∈ E, f(0) = f(1) = 0} et G = {f ∈ E, f ′′ − f = 0}.
Montrer que F et G sont supplémentaires orthogonaux dans E.

Exercice 3

Soit (u1, . . . , un+1) une famille de vecteurs unitaires distincts d’un espace euclidien E de dimension
n telle que :

∃a ∈ R, ∀i 6= j 〈ui, uj〉 = a

1. Montrer que a 6= 1, puis que (u1, . . . , un) est une base de E.

2. Montrer que
n+1∑
k=1

uk = 0 et a = − 1

n
.

Exercice 4

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace eulcidien.
Montrer que (F +G)⊥ = F⊥ ∩G⊥, puis (F ∩G)⊥ = F⊥ +G⊥.

Exercice 5

Soit (e1, . . . , en) une famille libre d’un espace préhilbertien réel E telle que

∀x ∈ E ‖x‖2 =
n∑
i=1

〈ei, x〉2

1. Montrer que ∀i ∈ [[1, n]]2 ‖ei‖ 6 1.

2. Soit x un vecteur unitaire et orthonal à V ect(e1, . . . , en−1). Calculer 〈x, en〉2 et en déduire
‖en‖.

3. Montrer que (e1, . . . , en) est une base orthonormée de E.

Exercice 6

Pour P et Q dans R[X], on pose ϕ(P,Q) =

∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt.

1. Montrer que ϕ définit un produit scalaire sur R[X], que l’on note 〈., .〉
Calculer 〈Xk, 1〉 pour tout k ∈ N.

2. On note Q le projeté orthogonal de 1 sur F = vect(X,X2, . . . , Xn). Justifier qu’il existe

(a1, . . . , an) ∈ Rn tel que Q =
n∑
k=1

akX
k.
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3. On pose P = 1−
n∑
k=1

ak

k∏
j=1

(X + j).

Calculer 〈1−Q,X i〉 pour tout i ∈ [[0, n]] ; en déduire ∀i ∈ [[1, n]] P (i) = 0 puis une expression
de P .

4. Montrer que Inf
(α1,...,αn)∈Rn

∫ +∞

0

(1 + α1t+ · · ·+ αnX
n)2e−tdt =

1

n+ 1
.

Exercice 7

Soit a0, . . . , an des réels et ϕ(P,Q) =
n∑
k=0

P (ak)Q(ak) pour P et Q dans Rn[X].

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ϕ soit un produit scalaire sur Rn[X] ;
on suppose cette condition réalisée par la suite.

2. Trouver F⊥ pour F =

{
P ∈ Rn[X],

n∑
k=0

P (ak) = 0

}
.

3. Calculer la distance de Xn à F .


