PSI Un corrigé du D.S. n°04 - Sujet B

Sans calculatrice

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives

qu’il a été amené a prendre.

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au
candidat d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Le sujet est composé de deux problemes indépendants.

Probleme 1 : Extrait de E3A PSI 2016

+oo 1 7T2
On admet 1’égalité — = —.
n adme egale];lkZ 6

Partie I

, 1% In(t)
Soit € R. On note, lorsque cela a un sens, H(z) = / dt.

o t—1

Q1. I ne faut pas oublier que la propriété d’intégration par parties parle d’abord de nature d’inté-
grales et seulement ensuite d’une égalité. On peut donc traiter la question 1 avec uniquement
cette propriété.

s+1
[ sont de classe C'! sur |0,1] avec

t
Soit s > —1, les fonctions w : t +— In(t) et v : t —
s
}L‘% u(t)v(t) = 0 par croissances comparées (s + 1 > 0).
1 1
Alors on sait par intégration par parties que les intégrales J; = / t°In(t) dt = / V' (t)u(t) dt
0 0

s

1 1 ¢ 1 1
et [y = / o' (H)v(t)dt = / dt = / —————dt sont de méme nature. Or I est une inté-
0 0 s+1 o (s+1)t=s

1
grable de Riemann de référence qui converge puisque —s < 1.| L’intégrale J, = / t°In(t) dt existe.
0

De plus

1 ¢s 1 st 1
= 0-— dt = —
0o s+1 s+1]|s+1
1

Iy = ——
(s+1)2



Pour toute la suite du probleme, on pose h(z,t) =

Q2.

t"In(t) celn() In(?)

t—1 t—1

Etude de la fonction H

1.

Ve € Rt h(z,t) est continue sur |0, 1] par produit et quotient de fonctions continues

Int
dont le dénominateur ne s’annule par sur |0, 1[. De plus %m} 1 1 (taux d’accroisse-
—

ment), donc
h(z,t) -~ —t®In(t) et %nrll h(z,t) =1
— —

La fonction ¢ — h(z,t) étant prolongeable par continuité en 1, I'intégrale définissant H(x)
est faussement impropre en 1.

e Siz > —1 alors d’apres le résultat de la question précédente, ¢ — t*In(t) est intégrable

1

en 0, donc t — h(x,t) est intégrable en 0 par comparaison et / h(zx,t)dt converge.
0

e Siz < —1 alors il existe & € R tel que —x > a > 1 et

1
lim t*¢” In(t) = lim t*** In(t) = —oo donc —
t—0 t—0 to

o (t" In(t))

£-50
) . . L . .
Puisque o > 1 la fonction ¢ — o n’est pas intégrable en 0 et par comparaison la fonction

1
positive t — h(x,t) n’est pas intégrable en 0 alors I'intégrale / h(z,t)dt ne converge pas.
0

e Siz = —1 alors

Va €]0,1] /a1 h(x,t)dt:/a

— 400

2 t—0

1m@dzrﬁmr:—w®
t 2

1
donc l'intégrale / h(z,t)dt ne converge pas.
0

L’ensemble de définition de la fonction H est donc Dy =| — 1, +00].

Soit (x,y) € D% tel que x < .

Int
Vt €]0,1] In(t) <0 alors e*™ > e¥!n? et puisque tn 0 >0,o0na

vt €0,1] h(z,t) > h(y,t)
Par croissance de 'intégrale, puisque toutes les intégrales convergent,

r<y=— H(z)> H(y)

La fonction H est décroissante sur Dy =| — 1, +00].




t*(In(t))?
Soit a > 0, la fonction f :t — #(In(®)” = t*In(t) est continue sur |0,

T 11 1
In(t)

—1 (taux
11—t

De plus par croissances comparées lir% t*In*(t) = 0 et on sait que hm
—

d’accroissement), alors

lim /() =0 liny /(1) =

t—0

La fonction f est continue sur 0, 1] et prolongeable par continuité en 0 et en 1.
Elle se prolonge donc en une fonction f continue sur le segment [0, 1] qui est alors une
fonction bornée sur le segment [0, 1].

o Vx> —1, ¢+ h(x,t) est intégrable sur |0, 1] par le résultat de la question 2.1.

Int
t—1"

oh
oVt €]0,1] x> h(z,t) est de classe C* sur | — 1, +oo[ avec a—(ﬂc,t) ="
T
oh : :
eVre]—1,400] t+— a—(:c, t) est continue par morceaux sur |0, 1[ par produit et quo-
T

tient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur |0, 1.

e Hypotheése de domination sur tout segment
Soit [a,b] C] — 1, +o0],

T 12 2
oh t* In*(¢) < t“ln (t)

Vo € [a,b] Vt€]o,1] ax(:c,t)’: e

n?(t)

- est continue sur ]0, 1] et indépedante de z.

Si a > 0 alors par ce qui précede AM >0 0 < t° T+ < M et la fonction t — M est

La fonction ¢, : t — t*

continue sur le segment [0, 1] donc intégrable sur |0, 1[ et par comparaison ¢, aussi.

Si —1 < a <0 alors il existe & € R tel que —1 < o < a < 0 et par croissances comparées
1

walt) = = © (a avec —a < 1 donc par comparaison ¢, est intégrable en 0. De plus
= -

t
2lslrrll ©q(t) = 0 donc ¢, est intégrable sur |0, 1].
—

Finalement Ya > —1 ¢, est intégrable sur |0, 1] et par le théoréme de dérivation sous le

1 Oh
la fonction H est de classe C! sur | — 1, +o00[ avec H'(z) = 3 —(z,t)dt
x
Signe/:
) L% In?(t) L
H'(z) = / = dt < 0 donc on retrouve que H est décroissante sur | — 1, 4o00].
0o t—
eVt €01 lim #*= lim e"™" =0, donc V¢ €]0,1] lim h(z,t) = 0.

—+00 T—r—+00 r—0400
eVe >0 t— h(z,t)ett— 0sont continues par morceaux sur |0, 1[.

Int
oVz >0 Vi€, 1] |h(x,t)|§ti1.
1

t
La fonction ¢ : t — tnil = h(0,t) est intégrable sur |0, 1] par Q2.2.




Par théoreme de convergence dominée a parametre continu, on sait que

1
lim H(z)= / lim h(z,t)dt = 0.
0

T—r+00 T—r+00

Par linéarité de I'intégrale

! Int
Vo> -1, Hz) - Hx+1) = /(t”*“—tx“)tn—ldt
; -

1
- / ()t = —J,
0

par le résultat de ql on a

1
Vo> -1, H(z) - H 1) =
H est de classe C! sur | — 1, 400[ alors H est continue en 0 et donc

lim H(zx+1)=H(0) e R

r——1

Et 1’égalité précédente donne lirri(l +2)?H(x) =1, donc | H(z) ~
z—

Soit x > —1.

(a)

(z + k)2 krioo k2

: . 1
par comparaison | la série a termes positifs Z W est convergente.
k>1

(b) 1lére méthode : par télesopage
Soit n € N*, par le résultat de la question 2.6, on sait que

1
\4 —1 H(a)—H 1) =
a > (a) (a+1) CESIE
1
alors Vk € [1,n] H(zx+k—1)—H(z+k)= CEWAE et par somme télescopique

n

H(z)— H(x +n) zn: Hxz+k—-1)—H(zx+k)) Z

k=1 o (@ + k

Donc H(:E)Zzn:m—l—[{(x%—n)

1
— et on sait que la série de Riemann Z 72 converge (2 > 1), alors




2nde méthode : par récurrence

1
1
e Par le résultat de Q2.6, on sait que H(x) = — =+ H(x+1).
" 1
oSoitnGN*telqueH(w):;m+H(x+n).
1
Par le résultat de Q2.6, on sait que H(x+n)—H(x+n+1):m,donC
H(z) f: ! + H(z +n)
x) = —_— x+n
= (r+k)?
B R B
- (z+k)? (z+n+1)2
n+1 1
H(z) = = —+Hx+n+1
@) = =% gyt HC )
" 1
Et on a obtenu par récurrence Vn € N*  H(x) = —— =+ H(x+n

(¢) Puisque lim H(x + n) =0 (question 2.5), par passage a la limite sur 1’égalité pré-

n—-+00
> 1
cédente (la série étant convergente), on obtient | H(z) = k)
k=1
. +o0 1 7T2 +oo 1 +o0o 1 7T2
(d) | D’apres ce qui précede H(0) :;P =% et H(1) = ;m = Z:ZQZ—Q =5~ L.

Partie 11

est continue et décroissante sur [1, +oo[ donc pour
1 < 1 < 1
(x+k+1)2 = (x+t)? = (z+k)?

Q3. Pour tout z > —1 la fonction ¢t — CETE

tout entier naturel k& non nul, Vt € [k, k + 1]

et par

intégration sur le segment [k, k + 1], on obtient
1 kt+1 1 d 1
- < At
(x+k+U2_A (x+1t)2  — (x4 k)?

1
Q4. La fonction t — T est intégrable sur [1, +oo[ puisqu’elle est continue avec
x
1 1
(2 + 1)2 t—rtoo (2

+o00 1
On sait aussi que H(z) = —
kz::l (x + k)2

alors par somme pour k € [1, N] et passage a la limite



lorsque N tend vers l'infini sur I'encadrement obtenu a la question Q3 on obtient :

H(z+1) < /lm Wlt)th < H(z)

1
Or H(SE"‘ 1) :H(SC> — m dOHC
1 1 7t
H(x)— — <H
= e < avd), =@
1
Donc p < H(z) < p] + CEE et par théoréme d’encadrement xllrgl(x +1)H(z) = 1.

1

H ~ .
(113' z——1+ x + 1

Q5. Pour tout entier naturel n, on pose u, = H(n).

1 , . .
N = donc la série Z u, diverge.
n—+oo n 4+ 1 n—>+oo n’ n>0

1. D’apres ce qui précede u,,

On sait que la fonction H est décroissante avec lim H = 0 donc la suite (u,) est décrois-
o0

sante et de limite nulle.

L. n
Par le critere spécial des séries alternées la série Z( 1)"uy, est convergente.

n>0
2. Puisque » (—1)"u, converge on peut écrire
o e "Int
> (=1 = > (-1 Z/ L
n=0 n=0
(—t)"Int

Pour n € N, on pose f, : t —

Vn € N f, est intégrable sur |0, 1] et la série Y f,, converge simplement sur |0, 1[, mais

la série Z / | f(t)|dt ne converge pas puisque Zun diverge.

n>0
On ne peut pas appliquer le théoreme d’intégration terme a terme sur l'intervalle |0, 1].

Int 1—(—t)"*!

P eN Sy it t) =
our n , on pose G 1 Tt

eVn e N S, est continue sur |0, 1[ par somme de fonctions continues.

e La suite de fonctions (S,)nen converge simplement sur |0, 1] vers la fonction

Int . . .
St ()] qui est une fonction continue sur |0, 1].



e Hypothése de domination
Par inégalité triangulaire

_ \n+1
It [+l 2

Vi eN Wi el0 1] IS0 < 7 t+1 (-1 +0)

2Int
(t—1)(1+41)
o(t) oo —21n(t). La fonction In étant intégrable en 1, ¢ l'est aussi.
—
Finalement ¢ est intégrable sur |0, 1] et vérifie Vn € NVt €]0, 1[|S,(t)| < ¢(%).

La fonction ¢ : t — est continue sur ]0, 1] avec };m% o(t) =1et
—

Alors théoreme de convergence dominée les fonctions S, et S sont intégrables sur |0, 1]

avec
1

1 1
Jim [t = /0 lim_ S, (t)dt = /0 S(t)dt

1 1 nooel
Ce qui donne puisque /0 Sy (t)dt :/0 > fu(t)dt = Z/o fr(t)dt
k=0 k=0

n

lim > (—1)Fu —/1 ot
n=oo £ T hot-1D+0)

=0

11
Onablenz _/ 2 1
U—

1

3. Oneffectue le changement de variable v = v/t = () sur I'intégrale convergente / 5 vldv
0o v —

puisque la fonction ¢ est une bijection croissante de classe C* de ]0, 1[ sur ]0, 1] :

/1 Inv dv:/ll ln(\/_d _/ 412 lntldt
0 0

v2—1 2\/75 t—1

1 In 1
On en déduit que / 5 dv =H ()
0 v 2

Probléeme 2 : Extrait de CCINP PC 2019

Dans tout I’exercice, on considere un entier n € N*.

Partie I - Produit scalaire sur R,[X]
Q6. Généralités

Pour tout couple (P, Q) € R,,[X]?, on note :

(PlQ) = [ POt



8
Soit P et @ deux éléments de R[X], alors il existe r € N et des réels ay, ..., a, tels que
PQ=> aXx"
k=0
La fonction ¢ — P(t)Q(t)e™" est donc continue sur [0, 400 .

Par croissances comparées on sait que Va € R tligrn t“e”" = 0 alors
—r+00

VEe N thet= o (1)

n—-+0o0o t72

1
On en déduit, par combinaison linéaire, que P(t)Q(t)e " = o ()
n—+4oo \ 2
Or d’apres le résultat sur les intégrales de Riemann on sait que la fonction ¢ — — est

t est aussi

intégrable en 400 (2 > 1), et par comparaison la fonction ¢ — P(t)Q(t)e”
intégrable en +o0 et finalement est intégrable sur [0, +o00[ et donc

I'intégrale définissant (P|Q) est convergente.

400
e D’apres le résultat de la question précédente, 'application (P, Q) — (P|Q) = / P#)Q(t)e 'd
0
est bien définie sur R[X]| x R[X] et est & valeurs dans R.

e Il est clair que (P|Q) = (Q|P) (commutativité du produit des polynomes).

e Par distributivité du produit sur 'addition des polynémes, puis par linéarité de I'inté-
grale, puisque toutes les intégrales sont convergentes, on obtient facilement

VaeR VY(P,Q,R) € RIX] x RIX] x R[X] (aP+ Q|R) = a(P|R) + (Q|R)

L’application (.|.) est donc linéaire a gauche et puisqu’elle est symétrique, elle est finale-
ment bilinéaire symétrique.

e Pour P € R[X], lapplication t — e *P?(t) est continue et positive sur [0, +oo| et
intégrable sur cet intervalle, on en déduit immédiatement que :

“+00
(P|P) = / cPXH)dt >0 et (PIP)=0=VteR" ¢ 'PXt)=0

0

La fonction exp ne s’annule pas sur R*, donc
(PIP)=0=VtecR" P)(t)=0=VtcR" P(t)=0
On en déduit que (P|P) = 0 = P a une infinité de racines distinctes = P = 0, donc

(PIP)>0 et (P|P)=0=P=0

On a ainsi montré que l'application (.|.) est une forme bilinéaire symétrique
définie-positive sur R[X], c’est donc un produit scalaire sur R[X].




Q7. Calcul d’un produit scalaire

+o0
1. Soit k € [1,n], notons J;, = / tFetdt. Cette intégrale existe d’apres le résultat de la
0

question 6.1.

Les fonctions u : t — t* et v : t — —e~ sont de classe C'* sur [0, +o0o[ avec, par croissances
comparées, tlir+n u(t)v(t) = 0, alors par intégration par parties puisque lintégrale J, =
—+00

+oo i +o0
/ the tdt = / u(t)v'(t)dt converge et :
0 0

Jp = [u(Bv(t)] > — m’t Hdt =0 +Ooktk’1’tdt—kJ
k= [u(t)v(t)], A u'(t)v(t)dt = +0 e = kJg-1

ook OO ko1
On a donc / the tdt = k/ th=te~tdt.
0 0

+oo
2. Par définition (X*|1) = / thetdt.
0

+00 o0
Ona: (X°]1) = (1]1) :/ etdt = [T =1=0.
0

Supposons que pour k fixé dans N*, (X*71[1) = (k — 1)!.
Par le résultat de la question précédente, on obtient (X*|1) = k(X 1|1) = k.(k—1)! = k!.

On a montré par récurrence que Vk € N (X*|1) = k!

Partie 1II - Construction d’une base orthogonale

On considére application v définie sur R,,[X] par :

VP e R,[X], a(P)=XP"+(1-X)P".

Q8. Propriétés de application «
1. Soit n € N, si P € R,,[X] alors deg(P) < n donc deg(P") <n —1 et deg(P") <n — 2.
On sait que deg(XP") = deg(X) + deg(P") et deg((1 — X)P') = deg(1 — X ) + deg(P")
donc deg(XP") <n—1<netdeg((1—-X)P') <n.
Par somme de deux polynémes de R,,[X], on obtient a(P) = XP"+ (1 - X)P' € R, [X].
a est a valeurs dans R,,[X].

Par linéarité de la dérivation, on montre que :

VBeR V(P,Q) e R,[X)xR,[X] a(fP+Q)=L.a(P)+ a(Q)

L’application « est donc un endomorphisme de R,,[X].

2. o(l)=0,a(X)=1-X et pour k € [2,n]

o(X*) = X (k(k = DXF2)+(1=X) (RXF71) = k(h—1) X5 kX Mk XF = B2 XF X!
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On en déduit que la matrice de o dans la base canonique (1, X, ..., X™) de R, [X] est

o 1 0 ... O
0 —1 22 :
M=1]: -~ —2 " 0
Do e 2
0O ... ... 0 —n
La matrice M est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux O,n—l, ...,—n alors

on sait que le polyndéme caractéristique de M, qui est celui de «, est H (X 4+ k), et ses
k=0
racines sont les valeurs propres de «.

Ce polynome est scindé a racines simples et annulateur de « (théoreme de Cayley-
Hamilton), on en déduit que

a est diagonalisable et Sp(a) = {—k, k € [0,n]}.

Q9. Vecteurs propres de application «

On fixe un entier k € [0, n].

1.

Ker(a + kidg,x]) est le sous-espace propre de o associé a la valerur propre (—k).

On a vu que le polynome caractéristique de a est scindé a racines simples donc chaque
valeur propre est de multiplicité m = 1 or on sait que 1 < dimKer(a + kidg,[x)) < m

donc | dimKer (o + kidg,[x)) = 1.

FExistence :

Puisque Ker (o + kidg,[x]) est de dimension 1, on sait qu'il existe Qx € R,[X] non nul
tel que Ker(a + kidg,x]) = Vect(Qr)-

Le polynome @) divisé par son coefficient dominant est un polynéme P, de coefficient
dominant égal a 1 qui est dans Ker(a + kidg,[x]), alors a(Py) = —kP.

Unicité :

Supposons que R soit un polyndéme qui vérifie a(R) = —kR avec R de coefficient domi-
nant égal a 1.

On aura R € Ker(a+kidgr,[x]) = Vect(Qr) = Vect(Fy), donc il existe 5 € R R = P,
et par égalité des coefficients dominants on obtient § =1 et donc R = F.

On a ainsi montré qu’il existe un unique polynoéme P, € R, [X], de coefficient dominant
égal a 1, vérifiant a(Py) = —kP..

e On a vuen Q8.2 que a(l) =0 = —0x 1, or 1 est un polynéme unitaire, par unicité de
Pyona Py=1et Py est donc un polynéme de degré 0.
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e Soit k € [1,n].

Puisque P, est un vecteur propre de «v associé a (—k) avec k # 0, P, ¢ Vect(Fy) = Ker(a),
donc Py, n’est pas de degré 0.

Notons d le degré de P, puisque P, est de coefficient dominant égal a 1, on sait que
d>1 et P est de degré d — 1 et de coefficient dominant égal a d et P} est de degré au
maximum d — 2.

Par définition de P, on a :
a(Py) = XP/+(1—X)P,=—-XP,+ (P, + XP]) = —kbD,

Deux polyndémes sont égaux ssi ils ont méme degré et mémes coefficients.

—XP| + (P, + XP]) est de degré d et de coefficient dominant égal a (—d) (donné par
— X P/ uniquement) et —k P est de degré d et de coefficient dominant égal a (—k) donc
d=k.

On a montré que Py est de degré k pour tout k € [0, n].

4. Onavuque B =1.
On sait que l'on peut écrire : P, = X +a avec a € R, alors P/ =1 et P =0, donc
aP))=-P<—=1-X=—-X+a)=—-X—a
donc P, = X — 1.

Prenons R = X% —4X + 2.
R est de coefficient dominant égal a 1 et

a(R) = 2X +(1—X)(2X —4)

= 2X +2X —4—-2X?4+4X

= —2X?4+8X -4
= —2(X?—4X +2)
a(R) = —-2R

Par unicité du polynéme P, on sait que P, = R = X2 —4X + 2.

Q10. Orthogonalité de la famille (F,..., F,).

On fixe un couple (P, Q) € R, [X]?.

+00
1. Par Q6.1, 'intégrale / tP'(t)Q'(t)e "dt converge, effectuons une intégration par par-
0

ties sur cette intégrale :
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Les fonctions u : t — tP'(t)e " et v : t — Q(t) sont de classe C! sur R* et d’aprés ce qui
" 1 : _
a été vu en Q6.1, u(t)v(t) = 0 <t2>’ alors tLlEloo u(t)v(t) = 0.

+o0 +o0
Puisquel’intégrale/ w(t)o'(t)dt :/ tP'(t)Q'(t)e "dt converge, on sait que/ o' (t)v(t)dt
0
converge et ° °
+oo +oo
/ w() (#)dt = [u(t)(t)]™ - / o (B)o(t)dt
0 0
Or par dérivation d’un produit avec u(t) = (tP'(t)) .e™*, on a :
Vte RY W/(t) = (P'(t) +tP"(t)e " + (tP'(t))(—e ") = e " ((1 — t)P'(t) + tP" (1))

On a u(0) =0et lim wu(t)v(t) =0 donc

t—+o0

/0 P OQ (et =00 — /0 1= P @) + P (1) Qe tdt = —(a(P)|Q)

Ce qui donne bien (a(P)|Q) = — /O+OO tP'(1)Q' (t)e "dt.

2. D’apres I’égalité précédente, on a :

+o0

@(PIQ) = - [ TP e tdt =~ [ 1P 1t = (a(Q)]P)

0

et par symétrie dun produit scalaire : | (a(P)|Q) = (P|a(Q)).

3. D’apres ce qui précede et par définition des polynémes Fy,..., P, on a :

V(k,¢) € [0,n]?
—k(Py|Pp) = (a(Py)| Pr) = (Pila(Pr)) = —€( Pk | Pr)

On en déduit que si k # ¢ alors (Pg|FP;) = 0.

La famille (F,. .., P,) est alors une famille orthogonale de R,,[X] ne contenant pas le po-
lynéme nul, ¢’est donc une famille libre de n+1 éléments de R,,[X], or dimR,,[X] = n+1,
c’est donc une base de R,,[X].

(Py, Py, ..., P,) est donc une base orthogonale de R,,[X].

Partie III - Méthode de quadrature de (Gauss

On admet que le polynéme P, admet n racines réelles distinctes que l'on note z1,...,x,.
On souhaite montrer qu'il existe (A,...,\,) € R"™ tel que :

VP € R,_,[X], /0 " p(t)etdt = Z MNPz (+)



Q11.

Q12.

+o00
On remarque que / P(t)e 'dt = (P1).
0

Soit ()\1, ceey )\n) € R™

13

e Si (A1, ..., \,) € R" vérifie (x), alors en prenant en particulier les polynomes 1, X, X2, ... X"}
et en utilisant (X*|1) = k!, on obtient directement le systéme
A + A + ...+ A\ = 0!
)\11’1 -+ )\21’2 + ... + )\nxn = 1!
Mr?o+ Mz + .+ A2 = 2
Ce systeme s’écrit matriciellement sous la forme :
1 1 1 A 0!
Z1 Ty o Ty Ao 1!
oot )\, (n—1)!
e Réciproquement, si (A1, ..., \,) € R" vérifit ’égalité matricielle précédente. On aura, d’apres

les calculs précédents :

Vk € [0,n—1] (XF1) = \af

n—1

Soit P € R,_1[X], il existe des réels ag,...,a,_1 tels que P = > ap X" et par linéarité du

k=0
produit scalaire

n

(PI1) =" ap(X¥1) :Z Z)\ixf:ZZak)\x —ZZ)\akx —Z)\P:cz
k=0 k=0 =1 k=0 i=1

i=1 k=0

Le n-uplet (A, ..., A,) € R™ vérifie donc ().

Par double implication on a montré :

1 1 1 A1 0!

. . . T i) Tn )\2 1!

(A1, ..., An) € R™ vérifie (%) si et seulement si : _ ] _
ot ! )\ )\, (n—1)!

D’apres ce qui précede, (A, ..., \,) vérifie (x) ssi (A1,...,\,) vérifie le systeme précédent.

1 1 ... 1
) ml xz e xn )
La matrice V = ) ) ) est une matrice de Vandermonde d’ordre n, or les
xngl xg,fl .. xz—l

réels xq,...,x, sont distincts deux a deux, on sait alors que cette matrice est inversible car

son déterminant, égal & [ (z; — 2;), est non nul.
1<i<j<n
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Le systeme précédent admet donc une solution et une seule (Ay,...,\,) € R™ avec
(05} 0!
. = V_l .
ap (n—1)!
Il existe un unique n- uplet ()\1, c A ) € R" vérifiant
+oo
VP € R,_1[X]. / Jet dt = Z)\le
0

Q13. Prenons le polynéme P = H(X — x;)?, alors P est de degré 2n et vérifie :
i=1
i=1
+00 ki
. / P(t)etdt = (Q|Q) avec Q = [[(X —
0 i=1

+00 n
@ n’est pas le polynéme nul donc (Q|Q) # 0 et donc / P(t)e tdt # Z)\ZP(%‘) pour ce
0 i=1

polynéme P de Ry,[X].



