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Exercice 1

Soit (an) une suite de réels bornée telle que la série
∑
an diverge. Déterminer le rayon de conver-

gence de la série entière
∑
anx

n.

Exercice 2

Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes :∑
cos(n)zn

∑
2(−1)nzn

∑ (n!)2

(2n)!
zn

∑ n+ 2

n+ 1
zn

∑
n(−1)nzn

Exercice 3

Déterminer le rayon de convergence, et calculer la somme sur le disque ouvert de convergence, des
séries entières suivantes :∑

ch(n)zn
∑

einθzn avec θ ∈ R
∑

anz
n avec ∀n ∈ N

{
a2n = 4n

a2n+1 = 5n+1

Exercice 4

Soit
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence Ra > 0. On note Rb le rayon de convergence

de la série entière
∑

bnz
n avec bn =

an
1 + |an|

.

1. Montrer que Rb > max(1, Ra).

2. Montrer que si Rb > 1 alors Rb = Ra.

3. Montrer que Rb = max(1, Ra).

Exercice 5

Soit u1 ∈ R et, pour tout n ≥ 1, un+1 =
1

n
e−un .

1. Donner la nature de la suite (un)n∈N.

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

unx
n.

3. Sur quel ensemble la somme de cette série entière est-elle définie ?

Exercice 6

Soit a0 = −4, a1 = 2, a2 = 4 et ∀n ∈ N an+3 = an+2 + an+1 − an.

1. Montrer que ∀n ∈ N |an| 6 2n+2.

2. Montrer que le rayon de convergence R de la série entière
∑
anx

n est non nul.

3. Soit r = min(1, R). Pour x ∈]− r, r[, on pose S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

Montrer que S(x) =
6x2 + 6x− 4

(x+ 1)(x− 1)2
.

4. Trouver trois réels a, b, c tels que

∀x ∈ R\ {−1, 1} 6x2 + 6x− 4

(x+ 1)(x− 1)2
=

a

x+ 1
+

b

x− 1
+

c

(x− 1)2
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5. En déduire une expression de an en fonction de n.

Exercice 7

Pour tout n ∈ N∗, on pose In =

∫ +∞

1

exp(−tn)dt.

1. Justifier que pour tout n ∈ N∗, l’existence de In.

2. Déterminer lim
n→+∞

In.

3. Effectuer le changement de variable u = tn dans In, déterminer alors lim
n→+∞

nIn (on donnera

le résultat en fonction d’une intégrale J que l’on ne cherchera pas à calculer.).

4. En déduire le rayon de convergence R de la série entière
∑

Inx
n.

5. Déterminer le domaine de définition de la fonction f : x ∈ R 7→
+∞∑
n=1

Inx
n.

Exercice 8

Déterminer le rayon de converge ce de la série entière
∑ (n+ 1)(n+ 2)

2n
xn puis la valeur de

+∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)

2n
.

Exercice 9

1. En utilisant l’égalité cos(2θ) = 2 cos2(θ)− 1 pour θ ∈ R, démontrer que la suite (cos(n))n∈N
ne converge pas vers 0 .

On considère la série entière
∑
n≥1

anx
n où : ∀n ∈ N∗, an =

cos(n)

n
.

On note R son rayon de convergence.

2. Montrer que R ≥ 1.

3. Prouver que la série de terme général cos(n) diverge.

4. En déduire la valeur de R.

On note alors, pour tout x ∈ ]−R,R[ , f(x) =
+∞∑
n=1

cos(n)

n
xn.

5. Donner le rayon de convergence et la somme de la série entière définie par :
+∞∑
n=0

einxn, où i

désigne le nombre complexe usuel tel que i2 = −1.

6. En déduire une expression simple de f ′(x) pour tout x ∈ ]−R,R[.

7. Déterminer alors une expression de la somme de la série entière proposée à l’aide de fonctions
usuelles.

8. En déduire le rayon de convergence et la somme g(x) de la série entière
∑
n≥1

cos2
(n

2

)
n

xn.
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Exercice 10

On considère la suite (an)n∈N définie par a0 = 1 et la relation de récurrence :

∀n ∈ N, an+1 =
1

n+ 1

n∑
k=0

ak
n− k + 2

.

1. Montrer que : ∀n ∈ N, 0 < an ≤ 1.

2. On considère la série entière
∑
n≥0

anx
n. Que pouvez-vous dire de son rayon de convergence ?

Pour x ∈]− 1, 1[, on pose f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

3. (a) Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

xn

n+ 2
.

(b) Déterminer l’ensemble réel de définition de la fonction x 7→
+∞∑
n=0

xn

n+ 2
.

(c) On pose, lorsque cela est possible,

(
+∞∑
n=0

anx
n

)(
+∞∑
n=0

xn

n+ 2

)
=

+∞∑
n=0

wnx
n, produit de

Cauchy réel des deux série
∑
n≥0

anx
n et

∑
n≥0

xn

n+ 2
.

Justifier que le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

wnx
n est supérieur ou égal

à 1 et donner pour tout entier naturel n, une expression de wn à l’aide de la suite (an).

(d) En déduire une relation entre f ′(x) et f(x) pour tout x ∈]− 1, 1[.

4. Démontrer alors que pour tout x ∈ [0, 1[, ln(f(x)) =
+∞∑
n=0

xn+1

(n+ 1)(n+ 2)
.

5. En déduire, pour tout x ∈ [0, 1[, une expression de f(x) à l’aide de fonctions usuelles.

6. Justifier que la série
∑
n≥0

an
2n

converge et calculer sa somme.

Exercice 11

Justifier que x 7→ ex cos(x) est développable en série entière sur R.

On écrit ex cos(x) =
+∞∑
n=0

an
n!
xn. Montrer que : ∀n ∈ N an ∈ Z.

Exercice 12

Soit f : x 7→ (arcsin(x))2.

1. Justifier que f est développable en série entière sur ]− 1, 1[.

2. Trouver une équation différentielle dont f ′ est solution et en déduire le développement en
série entière de f sur ]− 1, 1[.


