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Calculatrice autorisée

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision
de la rédaction. St un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les
ratsons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est
demandé au candidat d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

L’objectif de ce sujet est ’étude de la gestion des erreurs dans un processus industriel.

On considére un processus industriel automatisé au cours duquel une tache répétitive est
effectuée a chaque instant n € N*. On note X,, la variable aléatoire égale au nombre
d’erreurs susceptibles de se produire a I'instant n. On admet que le systéme parvient a

corriger ces erreurs et a maintenir son fonctionnement si le nombre total d’erreurs enre-
n

gistrées jusqu’a l'instant n, noté S, = E X}, reste inférieur & une quantité de la forme

k=1
amn ol a > 1 est une constante fixée et m est le nombre moyen d’erreurs enregistrées a

chaque instant. On est donc amené a estimer la probabilité P(S,, > nam), dans le but de
montrer qu’elle tend vers 0 trés rapidement lorsque n tend vers I'infini.

Dans la premiére partie, on étudie le cas particulier ot les variables aléatoires X, sont mu-
tuellement indépendantes et de méme loi de Poisson de paramétre 1/2. Dans la deuxiéme
partie, on démontre partiellement le théoréme de Perron-Frobenius, qui permet, dans la
troisiéme, d’étudier le cas ou les variables aléatoires X,, forment une chaine de Markov,
c’est-a-dire ou le nombre d’erreurs enregistrées a 'instant n + 1 dépend uniquement de
celui enregistré a I'instant n.

I. Cas de la loi de Poisson

Dans cette partie, on étudie le modeéle élémentaire ot la suite (X,,), .- du nombre d’er-
reurs aux instants successifs est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées,
mutuellement indépendantes, et suivant une loi de Poisson de paramétre 1/2.

L’objectif de cette partie est de donner un équivalent de P(S,, > n) lorsque n tend vers
+o00, afin de s’assurer que celle-ci converge vers 0 avec une vitesse de convergence expo-
nentielle.

n
Pour tout n € N*, on note S,, = ZXk et Gx, la fonction génératrice de X,.
k=1

I.A Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Q 1. Montrer que S, et X,, 1 sont indépendantes.
Q 2. Expliciter le calcul de la fonction génératrice Gy, de la variable aléatoire Xj.

Q 3. Justifier que, pour tout t € R, Gg, () = (Gx, ()"
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Q 4. Montrer que la variable aléatoire .S,, suit une loi de Poisson dont on précisera le
parameétre.

I.B
Q 5. Vérifier que, pour tout n € N¥,
2\" = nlnk 1\*
(=) P(S,>n)=e ™2y ——— (2] .
() Pz m=c 2 v b ()

Q 6. Soit n € N*. Montrer que, pour tout k € N*,

n n-n
< ——— <1
(n+k) T (n+k)! T

Q 7. Montrer que la série de fonctions > uy, o, pour tout k& € N*, la fonction uy est
définie sur [0, 4+o0o| par u,: x — (1 + kx)7%(1/2)%, est normalement convergente sur
0, +o0].

ANA RN
Q 8. En déduire que, pour tout n € N*, la série Z <1 + —> (5) converge et que

n
k>1

[e'e) k —k 1 k
li 1+ — — =1.
ngﬁ.zZ( +n) (2)

Q 9. En déduire que, lorsque n tend vers +oo

P(S, > n) ~ e_n"!/? ()"

Q 10. En déduire, a I'aide de la formule de Stirling, qu’il existe un réel « €]0, 1| tel que
P(S,>n) = O(a").

n——+oo

I1. Quelques résultats sur les matrices

L’objectif de cette partie est de démontrer un certain nombre de résultats d’algebre linéaire
qui serviront dans la partie suivante.

Notations

— n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

— Soit A € M,,(R). On note Sp(A) l'ensemble des valeurs propres complezes de A et,
pour A € Sp(A), on note E)\(A) = Ker(A — \1,).
On note p(A) = max {|A|; A € Sp(4)}.

— On dit que A € M, (R) est positive (resp. strictement positive) et 'on note A > 0
(resp. A > 0) si tous ses coeflicients sont positifs (resp. strictement positifs).

— Un vecteur x € R (identifi¢ & M,,1(R)) est dit positif (resp. strictement positif ) et
I'on note x > 0 (resp. x > 0) si tous ses coefficients sont positifs (resp. strictement
positifs).
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— On définit une relation d’ordre sur M, (R) par A > Bsi A— B > 0.
— On définit une relation d’ordre sur R" par z > y six —y > 0.
— On écrit deméme A >Bsi A—B>0etx>ysix—y>0.
— Si A= (aij)1<; j<, € Ma(R), alors |A] désigne la matrice
Al = (laigl),; <, € Ma(R).
— Siz = (7)., € C", alors |z] désigne le vecteur |z| = (Jzil) o, € R™

— On dit que \g € Sp(A) est une valeur propre dominante de A si |\g| > |\| pour tout
A€ Sp(A)\ { o}

On se propose de démontrer les deux propositions suivantes.

Proposition 1. Si A € M, (R) est une matrice strictement positive, alors p(A) est une
valeur propre dominante de A. Le sous-espace propre associé Ker(A — p(A)L,) est de di-
menston 1 et est dirigé par un vecteur propre strictement positif.

Proposition 2. Si A € M,(R) est une matrice strictement positive diagonalisable sur

A p
C, si 'Y est un vecteur positif non nul de R", alors <m> Y converge, lorsque p tend
p

vers +00, soit vers le vecteur nul, soit vers un vecteur directeur strictement positif de
Ker(A — p(A)I,).

Dans toute cette partie II, A € M, (R) est une matrice strictement positive.

II.A

0= Ax > 0,

x =
11. Montrer que, pour tout z € R",
Q que, p {m}Oetx;«éO:AaZ>O.

Q 12. Montrer que A* > 0 pour tout k € N*.

A
Q 13. En déduire que p(A) > 0, puis montrer que p (—) =1

p(A)
Q 14. On suppose A diagonalisable sur C. Montrer que, si p(A) < 1, alors
lim AF = 0.
—+00

Dans la suite du probléme, on admettra que cette derniére implication est
vraie méme si A n’est pas diagonalisable sur C.

I1.B On suppose, dans les sous-parties I1.B et I1.C, que A est une matrice strictement po-

sitive vérifiant p(A) = 1. On considére une valeur propre complexe A de A de module 1 et
x un vecteur propre associé a A. On se propose de démontrer que 1 est valeur propre de A.

Q 15. Montrer que |z| < Alx|.



PSI Concours Blanc - Mercredi 18 février 2026 - 4 heures - Sujet B 4

Dans les questions qui suivent, on suppose que A|z| > |z|.

Q 16. Montrer qu'il existe € > 0 tel que A%|z| — Alz| > eAlz|.

1
Q 17. On pose B = ]

- A. Montrer que, pour tout k > 1, B¥A|z| > Alz|.
5

Q 18. Déterminer lim B*.

k—o0

Q 19. Conclure.

I1.C

Q 20. Montrer que A admet un vecteur propre strictement positif associé a la valeur
propre 1.

Q 21. Montrer que 1 est la seule valeur propre de module 1 de A.

On pourra admettre sans démonstration que si z1, 29, . . . 2 sont des nombres complexes,
tous non nuls, tels que |23+« -+ zx| = |z1]| + - - - + |2/, alors, pour tout j € [1, k], il existe
Aj € Ry tel que z; = \jz;.

Q 22. Montrer que dim Ker(A —I,,) = 1.

Q 23. En regroupant les résultats des sous-parties I1.B et 11.C, justifier que I'on a prouvé
la proposition 1.

I1.D Dans cette sous-partie, on se propose de démontrer la proposition 2.

On suppose donc que A est strictement positive et diagonalisable sur C.

A p
Pour tout Y € M, ;(R), pour tout p € N*, on note Y, = (m) Y
p

Q 24. Soit A € S = Sp(A)\{p(A4)}. Soit Y € Ker(A—AIL,). Montrer que la suite (Y,)

converge vers (.

peEN*

Q 25. Soit Y € M,,;(R) un vecteur positif. Montrer que la suite (Y})

le projeté de Y sur E,4)(A) parallélement a @E,\(A). Vérifier que, s’il est non nul, ce

AES
dernier vecteur (le projeté de Y') est strictement positif.

pEN* converge vers

Dans la suite du probléme, on admet que la proposition 2 se généralise a
toute matrice A strictement positive, méme non diagonalisable, et que, si
Y € M,,1(R) est un vecteur strictement positif, alors la suite (Y,) _,.converge

peEN*
vers un vecteur strictement positif dirigeant F,4)(A).

I1.E Cette sous-partie permet de déterminer la valeur propre dominante p(A) d’une ma-
trice carrée A strictement positive de taille n > 2.
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Q 26. Justifier que, pour tout entier k > 1, A* est semblable dans M,,(C) & une matrice
triangulaire, dont on précisera les coefficients diagonaux.

) tr(AkJrl)
Q 27. Montrer que kll)gloo W = p(A)

ITI. Une inégalité relative aux chaines de Markov

Dans toute cette partie ITI, NV est un entier naturel non nul fixé et (X,,), -~ une suite de
variables aléatoires a valeurs dans I'intervalle d’entiers [0, N]. On suppose que, pour tout
n € N* et pour tout (iy,4s,...,0,41) € [0, N]**,

P(Xn+l = in—&—l ’ Xy = Z.’m)(n—l = lp_1,--- 7X1 = Zl) = P(Xn+1 = in+1 | Xy = Zn)

On suppose que, pour tout (4, j) € [0, N]?, la probabilité P(X,,,1 = j | X,, = i) ne dépend
pas de n et est strictement positive. On note alors ¢; ; = P(X,, 11 =7 | X,, =1).

On dit que (X,),cn+ est une chaine de Markov homogene sur [0, N], de matrice de tran-
sition Q) = (qi:j>0<ij<N' On attire I'attention sur le fait que la numérotation des lignes et
des colonnes de () commence & 0 et que @ est une matrice carrée de taille N + 1.

Dans toute la suite, pour n > 1 fixé, on pose II,, = : € Mnyi11(R).
P(X, = N)

III.A. Justification de ’existence des lois (Il,),, .,

N
Q 28. Justifier que, pour tout i € [0, N], qu =1
j=0

Q 29. Justifier que, pour tout n € N*, I, = QIL,.

Q 30. En déduire que la loi de X; détermine entiérement les lois de toutes les variables
aléatoires X, pour n € N*.

Dans toute la suite, on considére une telle chaine de Markov et ’on pose

— Sn:ZXk pour n € N*;
k=1
— a;;(t) = ¢ ¢* pour tout (4,7) € [0, N]* et tout ¢t € R;
— A(t) = (ai7j(t))0§i,j§N S MN+1(R) ;
— z;(t) = P(X; = j) &' pour tout j € [0, N] et tout t € R;
z0(t)
— Z(t) = : € Mys11(R).
ZN(t)
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ITI.B Définition de la fonction de taux )\

Soient n un entier naturel non nul et ¢ un réel fixé. On admet que 'espérance de la variable
aléatoire e est égale 3

N ¥y (1)
E() =" v"@), on YO()=| — (A(t)"'Z(t).
V(o)

Q 31. Justifier que A(t) posséde une valeur propre dominante ~(t) > 0.

o [B(e)]
Q 32. Montrer que lim —————=

n—00 n

= \(t) ou A\(t) =In (y(¢)).
ITI.C. Une majoration théorique et son interprétation
On définit, pour tout x € R, \*(z) = su (tx — )\(t)). On admet que cette borne supérieure

. ' ' In [E(ets")}
existe et que la convergence de la suite de fonctions | ¢ vers la fonc-
n
neN*

tion ¢ — In (7(t)) démontrée & la question 32 est uniforme sur R*. On admet également
{/\*(x) =0 pour tout z < m,

1
dans toute la suite 'existence de m = lim —E(S,) et que
A*(z) > 0 pour tout > m.

n—+oo N

Dans toute la suite, € désigne un réel strictement positif.

33. Montrer qu’il existe un rang ng € N* tel que, pour tout ¢t € R, et tout n € N*,
g +

n>ng = In[E(e")] <n(At)+e).
Q 34. A l'aide de l'inégalité de Markov appliquée & la variable aléatoire e*S»

que, pour a > 1, n>=nget t >0,

P(S, > nam) < e ™am x enMO+e),

, montrer

Q 35. En déduire que, pour n = ny,
P(S, > nam) < e " (@m=e),

Q 36. Donner un sens concret a m en rapport avec le processus industriel étudié et
interpréter 'inégalité précédente. On pourra établir un lien intuitif avec la loi des grands
nombres.

ITI.D Cette sous-partie constitue une application numérique et peut étre traitée en ad-
mettant les résultats précédents.

On dispose de deux suites finies de réels 0 =t <ty < --- <ty (K > 2) et
Ty < Xy < --- < xp (L > 2). La formule de la question @ 32 appliquée en t; avec n
suffisamment grand permet d’estimer A(¢;) par une valeur approchée A(¢;).
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Q 37. Justifier que, pour tout i € [1, L],
)\*(Qfl) = Imax (tjl'l — S\(t]))

1<G<K

constitue une valeur approchée raisonnable de \*(x;).

Le tableau ci-dessous donne ces valeurs pour L = 20.

z; 4,50 4, 55 4, 60 4, 65 4, 70
AN(zi) | 4,1 % 10712 | 4,1 x 10712 | 4,1 x 10712 | 4,1 x 10712 | 4,1 x 10712
z; 4,75 4, 80 4, 85 4, 90 4,95
A(z;) | 5,1x107* | 5,5%x1073 | 1,1x1072 | 1,6 x 102 | 2,1 x 102
z; 5,00 5, 05 5,10 5,15 5, 20
AN(z;) | 2,6x1072 | 3,1x1072 | 3,6 x 1072 | 4,1 x 1072 | 4,6 x 102
i 5,25 5, 30 5,35 5, 40 5, 45
AN(z;) | 5,1x1072 | 5,6 x 1072 | 6,1 x1072 | 6,6 x 102 | 7,1 x 102

Tableau 1

Q 38. A T'aide du tableau 1, donner un encadrement approximatif de la valeur de m et
la valeur d’un réel h > 0 tel qu’il existe un rang ny € N* vérifiant pour tout n = ny,

P(S, > 1,1 x nm) <e ™.

eeoe [FIN o oo




