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Calculatrice autorisée

Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision

de la rédaction. Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur

d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les

raisons des initiatives qu'il a été amené à prendre.

Lorsqu'un raisonnement utilise le résultat d'une question précédente, il est

demandé au candidat d'indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

L'objectif de ce sujet est l'étude de la gestion des erreurs dans un processus industriel.

On considère un processus industriel automatisé au cours duquel une tâche répétitive est
e�ectuée à chaque instant n ∈ N∗. On note Xn la variable aléatoire égale au nombre
d'erreurs susceptibles de se produire à l'instant n. On admet que le système parvient à
corriger ces erreurs et à maintenir son fonctionnement si le nombre total d'erreurs enre-

gistrées jusqu'à l'instant n, noté Sn =
n∑
k=1

Xk, reste inférieur à une quantité de la forme

amn où a > 1 est une constante �xée et m est le nombre moyen d'erreurs enregistrées à
chaque instant. On est donc amené à estimer la probabilité P(Sn > nam), dans le but de
montrer qu'elle tend vers 0 très rapidement lorsque n tend vers l'in�ni.

Dans la première partie, on étudie le cas particulier où les variables aléatoires Xn sont mu-
tuellement indépendantes et de même loi de Poisson de paramètre 1/2. Dans la deuxième
partie, on démontre partiellement le théorème de Perron-Frobenius, qui permet, dans la
troisième, d'étudier le cas où les variables aléatoires Xn forment une chaîne de Markov,
c'est-à-dire où le nombre d'erreurs enregistrées à l'instant n + 1 dépend uniquement de
celui enregistré à l'instant n.

I. Cas de la loi de Poisson

Dans cette partie, on étudie le modèle élémentaire où la suite (Xn)n∈N∗ du nombre d'er-
reurs aux instants successifs est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées,
mutuellement indépendantes, et suivant une loi de Poisson de paramètre 1/2.
L'objectif de cette partie est de donner un équivalent de P(Sn > n) lorsque n tend vers
+∞, a�n de s'assurer que celle-ci converge vers 0 avec une vitesse de convergence expo-
nentielle.

Pour tout n ∈ N∗, on note Sn =
n∑
k=1

Xk et GXn la fonction génératrice de Xn.

I.A Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1.

Q 1. Montrer que Sn et Xn+1 sont indépendantes.

Q 2. Expliciter le calcul de la fonction génératrice GX1 de la variable aléatoire X1.

Q 3. Justi�er que, pour tout t ∈ R, GSn(t) =
(
GX1(t)

)n
.
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Q 4. Montrer que la variable aléatoire Sn suit une loi de Poisson dont on précisera le
paramètre.

I.B

Q 5. Véri�er que, pour tout n ∈ N∗,

n!

(
2

n

)n
P(Sn > n) = e−n/2

∞∑
k=1

n!nk

(n+ k)!

(
1

2

)k
.

Q 6. Soit n ∈ N∗. Montrer que, pour tout k ∈ N∗,(
n

n+ k

)k
≤ n!nk

(n+ k)!
≤ 1.

Q 7. Montrer que la série de fonctions
∑
uk, où, pour tout k ∈ N∗, la fonction uk est

dé�nie sur [0,+∞[ par uk : x 7−→ (1 + kx)−k(1/2)k, est normalement convergente sur
[0,+∞[.

Q 8. En déduire que, pour tout n ∈ N∗, la série
∑
k≥1

(
1 +

k

n

)−k (
1

2

)k
converge et que

lim
n→∞

∞∑
k=1

(
1 +

k

n

)−k (
1

2

)k
= 1.

Q 9. En déduire que, lorsque n tend vers +∞

P(Sn > n) ∼ e−n/2

n!

(n
2

)n
.

Q 10. En déduire, à l'aide de la formule de Stirling, qu'il existe un réel α ∈]0, 1[ tel que
P(Sn > n) =

n→+∞
O(αn).

II. Quelques résultats sur les matrices

L'objectif de cette partie est de démontrer un certain nombre de résultats d'algèbre linéaire
qui serviront dans la partie suivante.

Notations

� n est un entier naturel supérieur ou égal à 2.

� Soit A ∈ Mn(R). On note Sp(A) l'ensemble des valeurs propres complexes de A et,
pour λ ∈ Sp(A), on note Eλ(A) = Ker(A− λIn).
On note ρ(A) = max

{
|λ| ; λ ∈ Sp(A)

}
.

� On dit que A ∈ Mn(R) est positive (resp. strictement positive) et l'on note A > 0
(resp. A > 0) si tous ses coe�cients sont positifs (resp. strictement positifs).

� Un vecteur x ∈ Rn (identi�é àMn,1(R)) est dit positif (resp. strictement positif ) et
l'on note x > 0 (resp. x > 0) si tous ses coe�cients sont positifs (resp. strictement
positifs).
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� On dé�nit une relation d'ordre surMn(R) par A > B si A−B > 0.

� On dé�nit une relation d'ordre sur Rn par x > y si x− y > 0.

� On écrit de même A > B si A−B > 0 et x > y si x− y > 0.

� Si A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(R), alors |A| désigne la matrice
|A| =

(
|ai,j|

)
1≤i,j≤n ∈Mn(R).

� Si x = (xi)1≤i≤n ∈ Cn, alors |x| désigne le vecteur |x| =
(
|xi|
)
1≤i≤n ∈ Rn.

� On dit que λ0 ∈ Sp(A) est une valeur propre dominante de A si |λ0| > |λ| pour tout
λ ∈ Sp(A) \ {λ0}.

On se propose de démontrer les deux propositions suivantes.

Proposition 1. Si A ∈ Mn(R) est une matrice strictement positive, alors ρ(A) est une

valeur propre dominante de A. Le sous-espace propre associé Ker(A− ρ(A)In) est de di-

mension 1 et est dirigé par un vecteur propre strictement positif.

Proposition 2. Si A ∈ Mn(R) est une matrice strictement positive diagonalisable sur

C, si Y est un vecteur positif non nul de Rn, alors

(
A

ρ(A)

)p
Y converge, lorsque p tend

vers +∞, soit vers le vecteur nul, soit vers un vecteur directeur strictement positif de

Ker(A− ρ(A)In).

Dans toute cette partie II, A ∈Mn(R) est une matrice strictement positive.

II.A

Q 11. Montrer que, pour tout x ∈ Rn,

{
x > 0 =⇒ Ax > 0,

x > 0 et x 6= 0 =⇒ Ax > 0.

Q 12. Montrer que Ak > 0 pour tout k ∈ N∗.

Q 13. En déduire que ρ(A) > 0, puis montrer que ρ

(
A

ρ(A)

)
= 1.

Q 14. On suppose A diagonalisable sur C. Montrer que, si ρ(A) < 1, alors
lim

k→+∞
Ak = 0.

Dans la suite du problème, on admettra que cette dernière implication est

vraie même si A n'est pas diagonalisable sur C.

II.B On suppose, dans les sous-parties II.B et II.C, que A est une matrice strictement po-
sitive véri�ant ρ(A) = 1. On considère une valeur propre complexe λ de A de module 1 et
x un vecteur propre associé à λ. On se propose de démontrer que 1 est valeur propre de A.

Q 15. Montrer que |x| 6 A|x|.
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Dans les questions qui suivent, on suppose que A|x| > |x|.

Q 16. Montrer qu'il existe ε > 0 tel que A2|x| − A|x| > εA|x|.

Q 17. On pose B =
1

1 + ε
A. Montrer que, pour tout k ≥ 1, BkA|x| > A|x|.

Q 18. Déterminer lim
k→∞

Bk.

Q 19. Conclure.

II.C

Q 20. Montrer que A admet un vecteur propre strictement positif associé à la valeur
propre 1.

Q 21. Montrer que 1 est la seule valeur propre de module 1 de A.

On pourra admettre sans démonstration que si z1, z2, . . . zk sont des nombres complexes,
tous non nuls, tels que |z1 + · · ·+ zk| = |z1|+ · · ·+ |zk|, alors, pour tout j ∈ [[1, k]], il existe
λj ∈ R+ tel que zj = λjz1.

Q 22. Montrer que dim Ker(A− In) = 1.

Q 23. En regroupant les résultats des sous-parties II.B et II.C, justi�er que l'on a prouvé
la proposition 1.

II.D Dans cette sous-partie, on se propose de démontrer la proposition 2.
On suppose donc que A est strictement positive et diagonalisable sur C.

Pour tout Y ∈Mn,1(R), pour tout p ∈ N∗, on note Yp =

(
A

ρ(A)

)p
Y .

Q 24. Soit λ ∈ S = Sp(A)\{ρ(A)}. Soit Y ∈ Ker(A−λIn). Montrer que la suite (Yp)p∈N∗

converge vers 0.

Q 25. Soit Y ∈Mn,1(R) un vecteur positif. Montrer que la suite (Yp)p∈N∗ converge vers

le projeté de Y sur Eρ(A)(A) parallèlement à
⊕
λ∈S

Eλ(A). Véri�er que, s'il est non nul, ce

dernier vecteur (le projeté de Y ) est strictement positif.

Dans la suite du problème, on admet que la proposition 2 se généralise à

toute matrice A strictement positive, même non diagonalisable, et que, si

Y ∈ Mn,1(R) est un vecteur strictement positif, alors la suite (Yp)p∈N∗converge

vers un vecteur strictement positif dirigeant Eρ(A)(A).

II.E Cette sous-partie permet de déterminer la valeur propre dominante ρ(A) d'une ma-
trice carrée A strictement positive de taille n ≥ 2.
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Q 26. Justi�er que, pour tout entier k > 1, Ak est semblable dansMn(C) à une matrice
triangulaire, dont on précisera les coe�cients diagonaux.

Q 27. Montrer que lim
k→+∞

tr(Ak+1)

tr(Ak)
= ρ(A).

III. Une inégalité relative aux chaînes de Markov

Dans toute cette partie III, N est un entier naturel non nul �xé et (Xn)n∈N∗ une suite de
variables aléatoires à valeurs dans l'intervalle d'entiers [[0, N ]]. On suppose que, pour tout
n ∈ N∗ et pour tout (i1, i2, . . . , in+1) ∈ [[0, N ]]n+1,

P(Xn+1 = in+1 | Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X1 = i1) = P(Xn+1 = in+1 | Xn = in).

On suppose que, pour tout (i, j) ∈ [[0, N ]]2, la probabilité P(Xn+1 = j | Xn = i) ne dépend
pas de n et est strictement positive. On note alors qi,j = P(Xn+1 = j | Xn = i).

On dit que (Xn)n∈N∗ est une chaîne de Markov homogène sur [[0, N ]], de matrice de tran-

sition Q = (qi,j)0≤i,j≤N . On attire l'attention sur le fait que la numérotation des lignes et
des colonnes de Q commence à 0 et que Q est une matrice carrée de taille N + 1.

Dans toute la suite, pour n ≥ 1 �xé, on pose Πn =

P(Xn = 0)
...

P(Xn = N)

 ∈MN+1,1(R).

III.A. Justi�cation de l'existence des lois (Πn)n≥1

Q 28. Justi�er que, pour tout i ∈ [[0, N ]],
N∑
j=0

qi,j = 1.

Q 29. Justi�er que, pour tout n ∈ N∗, Πn+1 = Q>Πn.

Q 30. En déduire que la loi de X1 détermine entièrement les lois de toutes les variables
aléatoires Xn pour n ∈ N∗.

Dans toute la suite, on considère une telle chaîne de Markov et l'on pose

� Sn =
n∑
k=1

Xk pour n ∈ N∗ ;

� ai,j(t) = qi,j ejt pour tout (i, j) ∈ [[0, N ]]2 et tout t ∈ R ;

� A(t) =
(
ai,j(t)

)
0≤i,j≤N ∈MN+1(R) ;

� zj(t) = P(X1 = j) ejt pour tout j ∈ [[0, N ]] et tout t ∈ R ;

� Z(t) =

 z0(t)
...

zN(t)

 ∈MN+1,1(R).
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III.B Dé�nition de la fonction de taux λ

Soient n un entier naturel non nul et t un réel �xé. On admet que l'espérance de la variable
aléatoire etSn est égale à

E
(
etSn

)
=

N∑
j=0

Y
(n)
j (t), où Y (n)(t) =

Y
(n)
0 (t)
...

Y
(n)
N (t)

 =
(
A(t)

)n−1
Z(t).

Q 31. Justi�er que A(t) possède une valeur propre dominante γ(t) > 0.

Q 32. Montrer que lim
n→∞

ln
[
E
(
etSn

)]
n

= λ(t) où λ(t) = ln
(
γ(t)

)
.

III.C. Une majoration théorique et son interprétation

On dé�nit, pour tout x ∈ R, λ∗(x) = su
t≥0

(
tx−λ(t)

)
. On admet que cette borne supérieure

existe et que la convergence de la suite de fonctions

(
t 7−→

ln
[
E(etSn)

]
n

)
n∈N∗

vers la fonc-

tion t 7−→ ln
(
γ(t)

)
démontrée à la question 32 est uniforme sur R+. On admet également

dans toute la suite l'existence dem = lim
n→+∞

1

n
E(Sn) et que

{
λ∗(x) = 0 pour tout x ≤ m,

λ∗(x) > 0 pour tout x > m.

Dans toute la suite, ε désigne un réel strictement positif.

Q 33. Montrer qu'il existe un rang n0 ∈ N∗ tel que, pour tout t ∈ R+ et tout n ∈ N∗,

n > n0 =⇒ ln
[
E
(
etSn

)]
6 n

(
λ(t) + ε

)
.

Q 34. À l'aide de l'inégalité de Markov appliquée à la variable aléatoire etSn , montrer
que, pour a > 1, n > n0 et t > 0,

P(Sn ≥ nam) 6 e−ntam × en(λ(t)+ε).

Q 35. En déduire que, pour n > n0,

P(Sn ≥ nam) 6 e−n(λ
∗(am)−ε).

Q 36. Donner un sens concret à m en rapport avec le processus industriel étudié et
interpréter l'inégalité précédente. On pourra établir un lien intuitif avec la loi des grands
nombres.

III.D Cette sous-partie constitue une application numérique et peut être traitée en ad-
mettant les résultats précédents.

On dispose de deux suites �nies de réels 0 = t1 < t2 < · · · < tK (K > 2) et
x1 < x2 < · · · < xL (L > 2). La formule de la question Q 32 appliquée en ti avec n
su�samment grand permet d'estimer λ(ti) par une valeur approchée λ̂(ti).
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Q 37. Justi�er que, pour tout i ∈ [[1, L]],

λ̂∗(xi) = max
1≤j≤K

(
tjxi − λ̂(tj)

)
constitue une valeur approchée raisonnable de λ∗(xi).

Le tableau ci-dessous donne ces valeurs pour L = 20.

xi 4,50 4, 55 4, 60 4, 65 4, 70

λ∗(xi) 4, 1× 10−12 4, 1× 10−12 4, 1× 10−12 4, 1× 10−12 4, 1× 10−12

xi 4,75 4, 80 4, 85 4, 90 4, 95

λ∗(xi) 5, 1× 10−4 5, 5× 10−3 1, 1× 10−2 1, 6× 10−2 2, 1× 10−2

xi 5,00 5, 05 5, 10 5, 15 5, 20

λ∗(xi) 2, 6× 10−2 3, 1× 10−2 3, 6× 10−2 4, 1× 10−2 4, 6× 10−2

xi 5,25 5, 30 5, 35 5, 40 5, 45

λ∗(xi) 5, 1× 10−2 5, 6× 10−2 6, 1× 10−2 6, 6× 10−2 7, 1× 10−2

Tableau 1

Q 38. À l'aide du tableau 1, donner un encadrement approximatif de la valeur de m et
la valeur d'un réel h > 0 tel qu'il existe un rang n0 ∈ N∗ véri�ant pour tout n > n0,

P(Sn > 1, 1× nm) ≤ e−nh.

• • • FIN • • •


