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Dans tout ce chapitre E désigne un espace euclidien, n € NN* désigne la dimension de FE, et le
produit scalaire est noté (| ).

1 Isométries vectorielles d’un espace euclidien

Definition 1.1

On appelle isométrie vectorielle de E tout endomorphisme de E qui conserve la norme euclidienne :

we Z(E)etVe e E |u@)| = |||

On parlera plus simplement d’isométrie au lieu d’isométrie vectorielle

Proposition 1.1

Si u est une isométrie de E alors u est un automorphisme de E : u € GL(E).

Exemple 1.1

e /dp est une isométrie.
e Toute symétrie orthogonale est une isométrie.
e Cas particulier : La symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan H s’appelle la réflexion

d’hyperplan H.

Proposition 1.2 Caractérisation par conservation du produit scalaire

u est une isométrie de E ssi u est un endomorphisme qui conserve le produit scalaire :

ue Z(F)etV(r,y) € E* (u(z)|u(y)) = (z]y)

Une isométrie de E est également appelée un automorphisme orthogonal de E.

Proposition 1.3 Caractérisation par action sur une base orthonormée

Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E et soit u € Z(F).

u est une isométrie si, et seulement si (u(e1), ..., u(e,)) est une base orthonormée de E.

Autrement dit : Soit u € Z(E). u est une isométrie ssi u transforme une base orthonormée de F
en une base orthonormée de E.



PSI Chapitre 15 Endomorphismes remarquables d’un espace euclidien 2

Proposition 1.4 Groupe orthogonal
On note O(F) I'ensemble des isométries de E.

1. Idg € O(E).

2. O(E) est stable par composition : V(u,v) € O(E)?, uowv € O(E).

3. O(F) est stable par passage a l'inverse : Vu € O(E), v~ '€ O(E).
O(F) s’appelle le groupe orthogonal de E, c’est un sous-groupe de (GL(E), o).

Proposition 1.5 Stabilité par une isométrie de l’orthogonal d’un sous-espace stable

Soit u une isométrie de E.

Si F est un sous-espace vectoriel stable par w alors F- est aussi stable par w.

2 Matrices orthogonales

On identifie R", M,1(R) et M, ,(R), ce qui permet de munir ces deux derniers sous-espaces
vectoriels du produit scalaire canonique de R”.

2.1 Définition et caractérisations

Definition 2.1
Soit A € M, (R).

On dit que A est une matrice orthogonale lorsque AT.A = I,

Proposition 2.1 Caractérisations des matrices orthogonales

Soit A € M,,(R).

e Caractérisation par l’'inverse :

A est orthogonale ssi A € GL,(R) et A™t = AT,

A est orthogonale ssi A.AT = 1I,,.

e Caractérisation par les vecteurs colonnes :

A est orthogonale ssi la famille (Cy, ..., C,) des colonnes de A est une famille orthonormée de M,,;(R).

A est orthogonale ssi les vecteurs-colonnes de A sont unitaires et orthogonaux 2 a 2.
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e Caractérisation par les lignes :

A est orthogonale ssi la famille (L4, ..., L,) des lignes de A est une famille orthonormée de M, ,,(R).

e Caractérisation par les coefficients :

A = (a;;) est une matrice orthogonale ssi V(i,7) € [1,n]? Z il = Oij -
k=1

e Caractérisation par changement de bases orthonormées :

A est orthogonale ssi c’est une matrice de changement de bases orthonormées.

Proposition 2.2 Caractérisation matricielle des isométries

Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien F.

u est une isométrie ssi sa matrice dans une base orthonormée est orthogonale.

Une isométrie vectorielle s’appelle aussi un automorphisme orthogonal.

Corollaire 2.3
Soit A € M,,(R). On déduit des propriétés précédentes que :

e A est orthogonale ssi A” est orthogonale.

e Si A est une matrice orthogonale alors :
V(X)Y) € Mu(R)*  (AXJAY) = (X]Y) et |AX| = || X]|

e Si A = (a;j) est orthogonale alors :

n

Vi e [1,n], Zaij =1 Z ai; =n  V(i,j) €[Ln]® lagl <1

k=1 1<i,j<n

2.2 Groupe orthogonal et groupe spécial orthogonal

Proposition 2.4 Groupe orthogonal d’ordre n
On note O,(R) I'ensemble des matrices orthogonales de M,,(R), ou parfois O(n).
1. I, € O,(R).

2. O,(R) est inclus dans GL,(R).

3. O,(R) est stable par produit : V(4, B) € 0,(R)*> AB € 0,(R).
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4. O,(R) est stable par passage a l'inverse : VA € O,(R) A~! € O,(R).
O,(R) s’appelle le groupe orthogonal d’ordre n, ¢’est un sous-groupe de (GL,(R),.).

Proposition 2.5 Déterminant d’une matrice orthogonale

Toute matrice orthogonale est de déterminant égal a 1 ou -1 :

VA€ O,(R) det(A) e {-1,1}

Proposition 2.6 Groupe spécial orthogonal d’ordre n

On note SO, (R) 'ensemble des matrices orthogonales de déterminant égal a 1 (aussi noté SO(n)
ou O (R)).

1. I, € SO,(R).

2. SO,(R) est stable par produit : V(A, B) € SO,(R)?> AB € SO,(R).

3. SO,(R) est stable par passage a l'inverse : VA € SO, (R) A~!' € SO,(R).

SO, (R) s’appelle le groupe spécial orthogonal d’ordre n, ¢’est un sous-groupe de (O, (R),.).

2.3 Orientation

Proposition 2.7 Déterminant d’une BON dans une autre BON

Si B et B’ sont deux bases orthonormées de 'espace euclidien F alors | detg(B') € {—1,+1}

Definition 2.2 Orientation d’un espace euclidien

On oriente 'espace euclidien E par le choix d’une base orthonormée B, ce qui permet de définir la
notion de base orthonormée directe.
Soit B’ une autre base orthonormée de E :

e on dit que B’ est une base orthonormée directe lorsque | detp(B') = +1

e on dit que B’ est une base orthonormée indirecte lorsque | detg(B’) = —1.

Remarque 2.1

e Les matrices de passage entre bases orthonormées directes de E sont les matrices de SO,,(R)
(matrices orthogonales de déterminant 1).

e Permuter deux vecteurs d'une base orthonormée directe, ou changer le sens d'un des vec-
teurs d’une base orthonormée change 'orientation (directe ou indirecte) de cette base selon
les propriétés du déterminant.
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3 Reéduction des endomorphismes autoadjoints

3.1 Généralités sur les endomorphismes autoadjoints

Definition 3.1

On dit que u est un endomorphisme autoadjoint lorsque

we ZL(E) et Y(x,y) € E% (u)|y) = (z|uly))

On note S(F) 'ensemble des endomorphismes autoadjoints de E.

Exemple 3.1

e /dp est un endomorphisme autoadjoint.

e Soit p un projecteur de E.

p est un projecteur orthogonal ssi p est un endomorphisme autoadjoint.

Proposition 3.1 Caractérisation matricielle

Soit u un endomorphisme de E.

u est un endomorphisme autoadjoint si et seulement si

sa matrice dans une base orthonormée est symétrique.

Un endomorphisme autoadjoint s’appelle aussi un endomorphisme symétrique.

Remarque 3.1
n(n+1)

e S(F) est un sous-espace vectoriel de Z(F) et dimS(F) = 5

e Soit v un endomorphisme autoadjoint de matrice A dans une BON, et soit (z,y) € E?.
Si X et Y sont les matrices-colonnes des vecteurs x et y dans cette base orthonormale alors

(u(z)|y) = XT.AY = (z|u(y)) et (u(z)|zr) = XT.AX

Proposition 3.2 Stabilité de l’orthogonal d’un sous-espace stable

Soit u un endomorphisme autoadjoint de E et soit [’ un sous-espace vectoriel de F.

Si I est stable par u alors F'* est aussi stable par u.
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3.2 Théoreme spectral

Proposition 3.3 Polynome caractéristique d’une matrice symétrique réelle, d’un endomorphisme
autoadjoint

Si A est une matrice symétrique réelle alors son polynome caractéristique X 4 est scindé sur R.

Si u est un endomorphisme autoadjoint de E alors son polynome caractéristique X, est scindé sur R

Proposition 3.4 Théoreme spectral

Si u est un endomorphisme autoadjoint de E alors, il existe une base orthonormée de E formée
de vecteurs propres de u.

On dit que u est diagonalisable en base orthonormée.

A
Si A € S,(R) alors il existe D = € D,(R) et P € O,(R) telles que :
An

A=PD.P'=PDPT

A1, ...y Ay Etant les valeurs propres de A comptées avec leur multiplicité.

Proposition 3.5 Orthogonalité des sous-espaces propres
Soit v un endomorphisme autoadjoint de E.

1. Si X\ et p sont deux valeurs propres distinctes de u, alors les sous-espaces propres associés

Ey et E, sont orthogonaux :| E\LE),

2. 5i \q,..., \, sont des valeurs propres distinctes 2 a 2 alors les sous-espaces propres associés
E,, ..., E,, sont 2 a 2 orthogonaux.

3.3 Endomorphisme autoadjoint positif, défini positif

Definition 3.2
Soit © un endomorphisme autoadjoint de F. On dit que :

1. u est positif lorsque :
Vee E  (u(x)lz) >0

et on notera u € S*(F).
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2. wu est défini-positif lorsque :
Vee B z# 0= (u(z)lx) >0

et on notera u € ST(E).

Proposition 3.6 Caractérisation spectrale

Soit u € S(E).

e u e ST(E) <= Sp(u) C [0,+00]

o u € STH(E) < Sp(u) C|0,+o0]

Definition 3.3 Matrice symétrique positive, définie-positive

Soit S € S, (R).

On dit que :

1. S est positive lorsque : VX € M,,;(R) X7.5.X >0.
On notera S € S;F(R).

2. S est définie-positive lorsque : VX € M,,;(R) X # 0= XT.5.X > 0.
On notera S € ST (R).

Proposition 3.7 Caractérisation spectrale

Soit S € S, (R).

e SeSHR) < Sp(S) C[0,+00]

e 5SS (R) < Sp(S) C]0, +oo]

4 Espace euclidien orienté de dimension 2 ou 3

4.1 Produit mixte, produit vectoriel

Dans ce paragraphe, E désigne un espace euclidien de dimension n = 2 ou n = 3.

Rappel : Soit B = (e1,...,e,) et B = (¢],...,€e),) deux bases de E.

On rappelle que si 21, .. ., x, sont n vecteurs de F,| detg(xy,...,x,) = detg(B').detg (x1, ..., T,).
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Remarque 4.1

Si ug, ..., u, sont n vecteurs de E alors le déterminant de la famille (uq, ..., u,) est le méme dans
toute base orthonormée directe :

B et B’ bases orthonormées directes de E = detg(uq, ..., u,) = detg (ug, ..., uy,)

Definition 4.1

Soit E orienté par une base orthonormée directe B.

e Si n =2, le produit mixte des vecteurs u et v est le réel | [u,v] = detp(u,v)

e Si n = 3, le produit mixte des trois vecteurs u, v, w est le réel | [u, v, w] = detg(u, v, w)

Remarque 4.2 Interprétation géométrique

e En dimension 2, si u et v sont deux vecteurs de E (plan euclidien orienté) alors

[u, v] est l'aire algébrique du parallélogramme construit sur u et v.

e En dimension 3, si u, v, w sont trois vecteurs de E alors

[u, v, w] est le volume algébrique du parallélépipede construit sur u, v, w.

4.2 Produit vectoriel de deux vecteurs en dimension 3

Dans ce paragraphe E désigne un espace euclidien orienté de dimension égale a 3.

Remarque 4.3

Si u et v sont deux vecteurs de F alors il existe un unique vecteur a € F tel que :
Vee E [u,v,z] = (a|z)

Definition 4.2

Soit u et v deux vecteurs de E.

On appelle produit vectoriel de u et v, 'unique vecteur de E, noté u A v, tel que :

Ve e B, [u,v,z] = (uAv|x).
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Proposition 4.1 Calcul dans une base orthonormée directe

T n
Si | z2 | et | y2 | sont les coordonnées des vecteurs u et v dans une base (e, ez, e3) orthonormée
T3 Ys
. T2 Y2 Ha 1 Ty 1
directe de E alors| u Av = 4 - 91 ¢ y es3
T3 Ys 3 Ys T2 Y2

Remarque 4.4

Soient u et v deux vecteurs de F.

o (uANv)lu et (uAv)lo.

e Si la famille (u,v) est orthonormée alors u A v est I'unique vecteur tel que (u,v,u A v) est une
base orthonormée directe.

e Si (e1,e9,e3) est une base orthonormée directe alors :
61/\62263 62/\63261 63/\61262

Remarque 4.5 Orientation d’un plan ou d’une droite en dimension 3

Dans un espace euclidien F orienté par une base orthonormée B = (eq, 9, €3).

e On oriente un plan H = Vect(u,v) par le vecteur normal u A v.

ar +by+cz =0

e On oriente la droite D d’équations cartésiennes { Az 4y + s =

o bar le vecteur u A v

ol u = ae; + bey + ces et v =a'e; + bey + es.

5 Isométries vectorielles d’un plan euclidien

On détermine d’abord O2(R) et SO2(R) pour obtenir les matrices orthogonales d’ordre 2, puis on
détermine les isométries en dimension 2.

5.1 Matrices orthogonales d’ordre 2

Proposition 5.1
Soit A € MQ(R)
1. A € Oy(R) ssi il existe un réel 6 tel que

A (COSH —sin@) —R() ou A= (COSQ sin 6 ) — 5(0)

sinf  cos6 sinff —cosf
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2. e Ac SO;(R) < d0 R A= R(0).

e A€ Oy(R\SO(R) &I eR A= 5(0).

Proposition 5.2 Propriétés des éléments de SO9(R)

cosf) —sind

Les éléments de SO3(R), i.e. R(0) = (sin@ cos @

>, sont appelés matrices de rotation.
1. V(0,0) e R?, R(0).R(¢)=R(O+0)= R(O).R()

2. VO € R, R(0) est inversible et R(0)~! = R(—0)

3.V0eR VpeZ R(0) = R(ph)

4. ¥(0,0") e R* R(0) = R(0') & 0 =027

SO5(R) est donc commutatif.

5.2 Isométries vectorielles en dimension 2

Definition 5.1 Rotation plane

On appelle rotation du plan euclidien orienté E (rotation plane), toute isométrie vectorielle u de
E telle que det(u) = +1.

Proposition 5.3

Une isométrie vectorielle v est une rotation du plan euclidien orienté E ssi il existe # € R, tel que
cosf) —sin 9)

sa matrice dans n’importe quelle base orthonormée directe s’écrit R(0) = (sin 0 cosd

u est alors appelée rotation d’angle 6.

Proposition 5.4 Propriétés des rotations planes
Soient 7y la rotation d’angle ¢ et 7, la rotation d’angle ¢.

1. r,0rg =19 01y est la rotation d’angle 0 + .

2. 19 € GL(E) et 1, " est la rotation d’angle —6.

3. Si z est un vecteur normé alors | (z|re(z)) = cos(f) et [z, re(z)] = sin(h).

4. Tr(rg) = 2cos(6).
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Definition 5.2

Soit x et y sont deux vecteurs non nuls.

- =]
On appelle mesure de 1'angle orienté (x,y) le réel 6 tel que

Definition 5.3 Réflexion en dimension 2

On appelle réflexion de E, toute symétrie orthogonale par rapport a une droite D. D étant appelée
I’axe de la réflexion.

Proposition 5.5

Une isométrie vectorielle s du plan orienté E est une réflexion ssi il existe # € R tel que sa matrice
cosf)  sinf

dans une base orthonormée directe (e, ey) s’écrit S(6) = (sin 0 —cost ]

s est alors la réflexion d’axe D = ker(s — Idg) = Vect(a) avec a = cos (4) e; +sin (&) es.

Les isométries d’un plan euclidien orienté sont donc les rotations et les réflexions.

6 Isométries vectorielles d’un espace euclidien orienté de
dimension 3

Dans ce paragraphe E désigne un espace euclidien orienté de dimension égale a 3.

Proposition 6.1

Si u est une isométrie vectorielle de F alors Sp(u) C {—1,1}.

On rappelle aussi que si u est une isométrie vectorielle de F et F' est un sous-espace stable par u
alors F- est stable par u.

Remarque 6.1

Toute matrice de SO3(R) admet 1 pour valeur propre.

Proposition 6.2 Matrices de SO3(R)

1 0 0
A€ SO3(R) < 3IPecO3(R) IR ,A=P. |0 cos(f) —sin(d) | .PT
0 sin(fd) cos(6)
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Definition 6.1 Rotation en dimension 3

On appelle rotation vectorielle de E toute isométrie vectorielle de déterminant égal a 1.

Remarque 6.2

u est une rotation vectorielle de E ssi il existe une base orthonormée B = (£1,¢3,d) de E telle
Ker(u— Idg) est la droite dirigée par d

que : cos(f) —sin(d) 0
Matg(u) = | sin(f) cos(d) 0
0 0 1

Sif € 2nZ alors u = Id.

Sinon | u est appelée la rotation d’axe D = Ker(u — Idg) dirigé par d et d’angle de mesure .

Remarque 6.3 Reconnaitre une matrice de rotation, donner son axe et son angle

Dans M3(R), on voit de suite si une matrice R est la matrice d'une rotation vectorielle u SSI
la famille (C, Cy, C3) des vecteurs colonnes de R est une famille orthonormée directe (penser a

Cl N CQ - —|—C3)

e Dans ce cas, 'axe de la rotation est D I’ensemble des invariants par u (si besoin résolution
de RX = X). On choisit alors d’orienter 'axe D par un vecteur d.

e [axe D étant orienté par d, on choisit un vecteur €; orthogonal a d.

Tr(R) =2cos(f) + 1

L’angle 6 est alors déterminé par :
[51, u(gl),aq est du signe de siné

-

£2
0
el ule)

Reconnaitre I'endomorphisme de R? de matrice dans la base canonique

Exemple 6.1

et donner ses éléments caractéristiques.



