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Dans tout ce chapitre les fonctions sont définies sur un intervalle I de R contenant au moins deux
éléments et sont a valeurs dans R™ ou M, ;(R) :

I — Mn,l (R)
. — R" 1(1)
Onpeutecrlref.t o (1), 2 (1)) ouf.t . :
T (t)
Les fonctions x4, ..., x, sont alors des fonctions définies sur I a valeurs dans R, appelées fonctions

coordonnées de f dans la base canonique.
Interprétation cinématique

On peut considérer que f(t) désigne la position d'un point mobile M en fonction du temps ¢ dans
I’espace R, et donc la fonction f comme une courbe paramétrée :

Lorsque n = 3, si f(t) = (z(t),y(t), 2(t)) alors on considere le point M (t) de coordonnées f(t) dans
- = —

le repere (O, i 7, k), ce qui revient aussi a f(t) = OM dans l'espace R3.

De meéme lorsque n = 2, si f(t) = (z(¢),y(t)), on peut tracer la courbe paramétrée définie par le
point mobile M (t) = (z ( ),y(t)) dans le plan R? muni de son repere (0,1, ).

Exemples : Les courbes des fonctions f et g définies par f(t) = (cos(t)(1 + cos(t)), sin(¢)(1 + cos(t)))et
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1 Limite et continuité d’une fonction a valeurs vectorielles

On rappelle que dans R" toutes les normes sont équivalentes.

Definition 1.1 Limite en un point

Soit tg € I et £ = (f1,...,4,) € R™. On dit que f admet ¢ pour limite en ¢, lorsque :

Ve>0, dn>0, Viel, |t—t<n=|f(x)—/|<e

On note alors lim f(t) = ¢ et on a:
t—to

lim f(t) =0 <= Vk € [1,n] lmzy(t) =4

t—to t—to

Definition 1.2 Continuité

Soit tg € I, on dit que f est continue en t, lorsque tlir? f(t) = f(to).
—to

On dit que f est continue sur I lorsque f est continue en tout ¢y de I.

On en déduit immédiatement que :

f est continue en ty € I (resp. sur I) ssi 1, ..., 2, sont continues en ty € I (resp. sur ).

2 Dérivabilité et opérations sur les fonctions dérivables

Definition 2.1

On dit que f est dérivable en a € I lorsque Pm (f(t) — f(a)) existe et est finie.

—at—aq

d
Dans ce cas, la limite est appelée vecteur dérivé de f en a, noté f'(a) ou Df(a) ou d—{(a).

On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point a de I.

d d
On définit alors 'application dérivée de f, notée f' ou D f ou d—{ ca€l— d—{(a).
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Remarque 2.1
f(t) — f(a)

t—a
On en déduit que f'(a) est la pente de la tangente (coefficient directeur) au graphe de f au point
de coordonnées (a, f(a)).

Lorsque n =1, est le taux d’accroissement de f entre t et a.

La tangente en ce point a donc pour équation cartésienne :
y = f'(a)(x —a) + f(a).

Proposition 2.1

f est dérivable en a € I si et seulement si les n fonctions x4, ..., x, sont dérivables en a et on a :

Vael, fl(a)=(z\(a),...,2 (a)).

Exemple 2.1

La fonction f : ¢+ (e cos(2t) + 1), 1+ t?) est définie et dérivable sur R avec
Vie R, f(t)=(—et —2sin(2t),2t).

Remarque 2.2 Interprétation cinématique

Si on considere f(t) comme la position d’un point mobile M(t) = f(t), alors
f'(t) est le vecteur vitesse vectorielle de ce point.

et si f'(t) # 0 alors c’est un vecteur directeur de la tangente a la courbe décrite par le point mobile.

Remarque 2.3 FExtension

On peut étendre la définition et propriété précédentes a une fonction f: I C R — F ou E est un
espace vectoriel de dimension finie.
En effet si dim(E) = n alors F peut s’identifier & R™ au moyen d’une base :

E — R"

Pour B = (eq,...,e,) base de E, I'application . est un isomorphisme.
(1, €n) pp v=3 mer = (w1, 0) D
k=1

SRR

On aura donc la possibilité de parler de fonction dérivable pour une fonction d’une variable réelle

a valeurs dans M,,(R) :

I - M,R)
t = (ay(t))

A est dérivable en ty € I ssi V(i,j) € [1,n]?, a;:t > a;(t) est dérivable en ¢,

et A’(to) = (a;j(to))lgi,jgn'

Soit A :

alors

Développement limité d’ordre 1

On dit que f admet un développement limité d’ordre 1 en a € I lorsqu’il existe un vecteur o/
de R” tel que :
fla+1) = fla) + 1.0+ o(t)
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1. Si un tel développement limité existe alors il est unique.

2. f est dérivable en a € [ si et seulement si f admet un développement limité d’ordre 1 en a
et dans ce cas

fla+t) = [a)+17'(a) +o(t)

On en déduit que | si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

Proposition 2.2 Linéarité

Si f:I—R"etg:I— R"sont dérivables sur I alors V(«, 3) € R?,  af + (g est dérivable sur
I et

Vael, (af+pg)(a)=af'(a)+ By (a)

Proposition 2.3 Composition
Soient f: JCR—=>R"etp: I CR — R.

Si @ est dérivable sur I avec ¢(I) C J alors f o ¢ est dérivable sur I avec

Vael, (fop)(a)=¢'(a) (f'o¢p)(a)

Proposition 2.4 Action d’une application linéaire
Soient L: R* - RP et f: I CR — R™

Si f est dérivable sur I alors L o f est dérivable sur I avec

Vael, (Lof)(a)=(Lof)(a)

Proposition 2.5 Action d’une application bilinéaire
Soit f:ICR—-R", g:ICR—R"et B:R"xR"— R?’.

Si f et g sont dérivables sur I et si B est une application bilinéaire alors
ICR—RP
B(f,q):
VD% B(5), 1)

est dérivable sur I avec

Vae I, (B(f,g)) (a)=B(f(a),g(a)) + B(f(a),d(a))
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Exemple 2.2 Applications

1. Sif:1—R"et g:I— R"sont dérivables sur I alors I'application (f|g) est dérivable sur

I avec

(flg)" = (f'l9) + (flg')

2.51f: I CR— R"et ¢: I — R sont dérivables sur [ alors ¢.f : t € I — o(t).f(t) est

dérivable sur I et

Vel (p.f)(t) = &) f()+ ) ()

3.Si f:— R*et g: I — R? sont dérivables sur I alors det(f,g) : t — det(f(t),g(t)) est

dérivable sur I avec | det(f,g) = det(f’, g) + det(f,q’).

Proposition 2.6 FExtension aux applications p-linéaires

Soit fi,..., f, des fonctions dérivables sur I a valeurs dans R™ et M une application p-linéaire.

L’application M(f1,..., fp) 1t — M(fi(t),..., fo(t)) est dérivable sur I avec

n

vt € [7 (M(fh . '?fp))/ (t) = ZM<f1(t)v s 7fi*1(a)’fi/<t>7fi+l(t)’ cee 7fp(t))

i=1

3 Fonctions de classe C*

Definition 3.1
1.

On dit que f est de classe € sur I lorsque f est dérivable sur I et f’ est continue sur I.

2. Par récurrence, on définit les fonctions dérivées successives sur I de f :

FO =, et pour k€ N*, f0 = (f=0y = (fr)=D

ainsi que les fonctions de classe €% sur I : f dérivable k fois et f*) continue sur I.

. d* f
f®) se note aussi D*(f) ou s
3. On dit que f est de classe € sur I lorsque f est de classe €% sur I pour tout k de N.
On note
e C%I,R") I'ensemble des fonctions continues sur I & valeurs dans R™,
e C*(I,R") I'ensemble des fonctions de classeC* sur I & valeurs dans R"

e C°(1,R") l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I a valeurs dans R™.
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Proposition 3.1

. ICR—R"
SO 5 (), a(8))
est de classe C* (k € N*) sur [ si et seulement si les n fonctions xq, . .., z, sont de classe C* sur I
f
et on a veel, f®O@) =@@Pe),2P0),.. ., 2P ).

Proposition 3.2 Linéarité

C*(I,R"), pour k € N, est un R-espace vectoriel :

Si (f,g) € C*(I,R™) x C*(I,R") alors VA€ R, (A + Bg) € C*(I,R") avec

Proposition 3.3 Action d’une application linéaire
On considere f: I CR — R" et L € Z(R", RP).

Si f est de classe C* sur I alors L o f aussi avec

Vk € N*, (Lo f)®) = Lo fk

Proposition 3.4 Formule de Leibniz

On considere f : I CR — R", g: I — R? et B: R" x R? — R? une application bilinéaire.

On rappelle que 1'on définit 'application B(f, g) de I dans R? par :

viel, B(fg)t)=B(f(t),g(t))

Si f et g sont de classe C* sur I alors B(f,g) est de classe C* sur I avec :

k
Vk € N*,  B(f,g)® = Z ({f) B(f9, g*=) (Formule de Leibniz)

=0

Exemple 3.1
Application de ce qui précede a (¢.f)* avec f: I — R" et ¢ : I — R de classe C* sur 1.

Proposition 3.5 Composition

Soit J un intervalle de R, si ¢ € C*(J,I) et si f € C*(I,R") alors f o € C*(J,R").




