PSI - Un corrigé du D.S. n°08

PROBLEME : EXTRAIT DE MINES-PoNTS PSI 2023 MATHS 1

Notations et résultats admis

— Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note M,(R) (resp.
M,.1(R)) 'ensemble des matrices de taille n x n (resp. n x 1) a coefficients réels.

— La matrice identité de M,,(R) est notée I,,.

— Si A€ M, (R), alors det(A) est le déterminant de la matrice A, Tr(A) sa trace, Sp(A) son spectre
et AT sa transposée.

— On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques et a coefficients réels de taille n x n.

— Sur (M,,;(R))?, on définit I'application (-, -) par :
V<X, Y) S (Mn,1<R’))27 <X7 Y> = XTY

ott X est la transposée de X. On admet que 'on définit ainsi un produit scalaire sur M, ;(R).
On note || - || la norme associée.

— On admet que application A € M, (R) — ||Al|2 = y/Tr(ATA) est une norme sur M, (R).
— On note ST (R) (resp. S{T(R)) ensemble des matrices symétriques S € S, (R) telles que :

VX e M,,1(R), (SX,X)>0 (resp. >0).

— Soit C' une partie non vide d'un R-espace vectoriel £. On dit que C' est convexe si : pour tout
(z,y) € C* et tout t € [0,1], (1 —t)z +ty € C.

— On admet que si C' est une partie convexe d’'un R-espace vectoriel E, alors pour tout p € N\ {0},

P p
pour tout (z1,...,z,) € CP et pour tout (A1,..., ;) € (Ry)P telque Y A =1, 0ona:» Nz; €C.
i=1 i=1
— Une application f : C' — R définie sur une partie convexe C' d’'un R-espace vectoriel E est dite
convexe si :

V(a,y) € C% Ve (0,1, f((L—ta+ty) < (1—0)f(x) +Lf(y).

— Une application f : C — R définie sur une partie convexe C' d'un R-espace vectoriel est dite
concave si son opposé, — f, est convexe, c¢’est-a-dire :

V(z,y) €C% Ve 0,1, f((1—tz+ty) > (1-1)f(2) +Lf(y).

Partie 1 : Questions préliminaires

1. e Soit S € S} (R) et soit A une valeur propre de S, alors A € R et il existe X € M,,;(R) tel que
SX =XXet X #0.

On a alors (SX, X) = (AX, X) > 0, et par bilinéarité du produit scalaire A(X, X) > 0.
(X, X) = || X]]* > 0 puisque X # 0, donc \(X, X) > 0=\ > 0.
On a montré que si S € S} (R) alors Sp(S) C R*.

e Soit S € S,(R) telle que Sp(S) C R*.
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Par le théoréme spectral, on sait qu’il existe une matrice P € O, (R) et une matrice D diagonale
de coefficients diagonaux les valeurs propres (non distinctes) A, ..., A, de S telles que S = P.D.PT.

Soit X € M,,1(R),
(SX, X)) =(SX)'.X = XT.5.X = X" (P.D.P").X = (P"X)".D.(P".X)

Y1 A1y n
Notons Y = PT.X = | : |, alors YT.D.Y = (yl e yn> . : = Z )\ny
Y M) T

Par hypothese Vi € [1,n] A; = 0, alors par produit et somme de réels positifs on obtient :
(SX,X)=YT.PYT > 0.

Par double implication, on a montré que pour S € S,(R), S € S} (R) <= Sp(S) C R*

De méme, on admettra dans la suite du probleme que : S € S} *(R) si, et seulement si, Sp(S) C R*.

2. e Soit A et B deux éléments de ST (R) et t € [0, 1], notons S = (1 —t)A + ¢B.
On sait que S,(R) est un sous-espace vectoriel de M, (R) donc S € S,,(R).
(On peut aussi vérifier ST = (1 —t)A+tB)" = (1-t)AT +tB" = (1 —t)A+tB = S puisque la

transpoistion est linéaire.)

Pour X € M,,;(R), par bilinéarité du produit scalaire on a :
(SX, X)=(1-t)AX +tBX,X) = (1 —t)(AX, X) + t(BX, X)

Or par hypotheses (AX,X) >0, (BX,X) >0, (1 —t) > 0ett > 0, alors par produit et somme
de réels positifs on a (SX, X > 0.

On a donc S =(1—-t)A+tB € S/ (R).

e Soit A et B deux éléments de STT(R) et ¢t € [0, 1], notons S = (1 —t)A + ¢B.

Comme précédemment on sait que S € S,(R).

Sit=0alors S=BeS T (R)etsit=1alors S=A¢eS T (R).

Si t €]0,1] alors, comme précédemment, pour X € M,;(R) avec X # 0, (SX,X) =
(1 —t)(AX, X) + t(BX, X), et par produit et somme de réels strictement positifs (SX, X) > 0,

donc S € SFH(R).

Finalement Vt € [0,1] S=(1—-t)A+tB € ST (R).

ST (R) et ST (R) sont des parties convexes de M,,(R).

n
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e [, est symétrique puisque diagonale et admet pour seule valeur propre 1 donc I,, € ST(R) et
I, € STT(R) mais —1I, € S,(R) avec pour seule valeur propre —1 qui est strictement négative
donc —1I, ¢ ST (R) et =1, ¢ STT(R). S}(R) et S;F(R) ne sont pas stables par multiplication par
un scalaire et donc ne sont pas des sous-espaces vectoriels de M,,(R).

ST (R) et SFT(R) ne sont pas des sous-espaces vectoriels de M, (R).

n

3. Soit A € ST (R), par le théoréme spectral, il existe P € O,(R) et D = avec
(0) An
A, ..., \n les valeurs propres de A telles que : A = P.D.PT.

Par hypothese Vi € [1,n] \; > 0, alors notons u; = /A, on a p; > 0 et D = A? avec
H1 (0)
A= , alors en posant S = P.A.PT on a, puisque P.PT =1, :

(0) fn
S2=PA.PT PAPT =PAAPT =PDPT=A

De plus ST = (PT)T.AT.PT = PA.PT = S, donc S est symétrique réelle et de valeurs propres
Ui, - .., Uy strictement positives.

On a montré que si A € ST+ (R) alors il existe S € STT(R) telle que A = S2.

4. Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R une fonction convexe.

p

Pour p € N\ {0}, notons P, la propriété : pour tout (Ai,...,\,)) € (Ry)P tel que d_ X\ =1 et
i=1

pour tout (z1,...,2,) € IP, on a :

e Soit p=1.

p

Tout (A1,...,A,) € (Ry)P, tel que > X; =1, est en fait un réel A; tel que A\; =1, et on a : pour
i=1

x1 € 1, f(Mzr) = f(z1) < Auf(z).

Donc la propriété P; est vraie.

e Soit p € IN* tel que P, soit vraie.

p
Soit (A1,..., A1) € (RT)P tel que D A, = 1 et soit (z1,...,7p41) € [PT'. On a alors
i=1

Vie[Lp+1] X elo,1].

p+1 p+1
Si Apt1 =1lalors Vi € [1,p] X\ =0 et donc f (Z )\z‘%) = f(zp1) = D Aif(z).
i=1

=1



PSI - Un corrigé du D.S. n°08

Si Apt1 # Lalors 1 — A\,1; > 0 et on peut écrire

p+1 p
f (Z )\ixz') =f (Ap+1l‘p+1 (1= M) ) ——— = ) = f (Aprtpr + (1= Apy1))
i=1 i=1 Ap

p \;

aVGCfL’:Zl

— ;.
i=1" Apt1

A Ap

S TR ) W)
u 1 u >\p+1 . . .

Z = Z ———— =1, alors puisque l'intervalle I est une partie convexe
i=1 L= p+1 1 - /\p—l—l =1 1 B )‘p+1

Par hypotheses (z1,...,x,) € I?, (1 ) e (R1)" et

p

non vide de R, un des rappels de I’énoncé indiquent que x = Z #xz appartient a 1.
=1+ ‘pt+l

Par convexité de la fonction f on a donc :

p+1
f (Z )\zxz) = f <)\p+1xp+1 + (1 - )\p+1)x) < >\p+1f(xp+1) + (]- - )‘p—O—l)f(I)

p )\ p
Et par 'hypothese de récurrence : f(x) = f (Z T ) > ———f(x), ce qui donne :
i=1 L= /\p+1 i=1 L— p+l
p+1 P \;
Z Aiwi | < Mppaf@pin) + (1= Apra) D ﬁf@z)
i=1 - “\p+l
pt1 pt1
Et donc f Z Nizi | < Z Aif(x;) : la propriété P,y est vérifiée.
i=1 =
Par principe de récurrence :
p p
VpGN*, \V/(Al,...,)\p)e (R+)p Z)\Z:1:>\V/(.T1,, G[p (Z)\ LE’Z> \Z)\Zf(x’)
i=1 i=1
Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Jensen.
Partie 2 : Une premieére inégalité de convexité
Soit M € S;'(R) une matrice non nulle.
1
5. e Notons f la fonction 2 +— —In(z). f est de classe C*° sur |0, 4o00| avec Vo > 0 f'(z) = —— et
x

1
f"(z) = — > 0. On en déduit que f est convexe sur I'intervalle I =0, +ocl.
T

e Puisque M € SH(R), on sait par le préliminaire que Sp(M) C R™, et on sait que M est

diagonalisable donc le polyndme caractéristique de M est scindé et on sait alors que Tr(M) = Z A

et det(M) = J[ A\ avec Ay, ..., A, les valeurs propres de M comptées avec leur multiplicité.
i=1
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On pouvait aussi redémontrer ces formules en écrivant : il existe P € GL,(R) et
M (0)

D = ,avec Ai, ..., \, les valeurs propres de M telles que M = P.D.P~'. Par
(0) An

propriété sur la trace et le déterminant, on obtient :

n

Tr(M) =Te(P.D.P~") =Te(D.P7'P)=Tr(D) =Y X\ >0

.
—_

et
det(M) = det(P.D.P~') = det(P).det(D). det(P~') = det(D) = H A >0

Mais c’est un peu une perte de temps.

Tr(M)

n

e Si det(M) =0, comme Tr(M) > 0, on a bien : > (det(M))x.

e Sidet(M) #0alors Vi € [1,n] A #0et donc Vi € [1,n] X >0 et det(M) > 0.

Par convexité de la fonction f : z — —In(z) sur ]0, +oo[ et puisque »  — =1 avec
i=1 "

1 1
(, o > € (R™)", la derniére question du préliminaire donne :
n n
Tr(M) n 1 n 1
— )\ -
1) = (Ga) < S

Ce que 'on peut encore écrire :

Par propriétés sur la fonction In, on obtient :

In (Tr(M)> > iln (1:11 )\Z-) ou encore In (Tr(m) > In ((det(M)*)

n

et par croissance de la fonction exponentielle :

Finalement on a toujours

On pourra dans la suite de cette partie utiliser, sans la prouver, I'inégalité ci-dessous :

2
V(z1,...,2,) € (Ry)", 2max (z1,...,2,) (nZa:k - Hx,:) > ﬁz (Ik Hx") :
k=1 k=1 k=1 =1
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6. Par définition | M|y = /Te(MT.M) or M € S} (R), alors |[M||2 = {/Tr(M?). Par le théoreme

A (0)

spectral il existe P € O,(R) telle que M = P.D.PT avec D = et Ap,... A\,
(0) An

les valeurs propres de M . On en déduit que M? = P.D.PT.P.D.P" = P.D?>.P", donc M? est

diagonalisable de valeurs propres A?,... A2 et donc

1M = JTe(O) =, z”:le

[ M]l2 = | D A avec Ay, ..., A, les valeurs propres de M.
\ i=1

7. En utilisant les notations de la question précédente et I'inégalité admise en fin de question 5 avec

A1y .-+ Ay les valeurs propres de M (qui sont toutes positives), on sait que :
1 1 ’
2max (s - ) (zxk_ HA,;) SESSIPY | Bt
k= k=1 = j=1
Or, comme vu en question 5, det(M) = [ Ax et Tr(M) = > A, donc l'inégalité précédente
k=1 k=1
devient :
2
Tr(M 1 & LR
2 () (0 — et ) > 13 (=TI ) 9
n ng j=1
On a aussi ) )
M — (det(M))*1, = P.D.PT — (det(M))*P.L,.PT
= P(D - (det(M))=PI,).PT
A1 — (det(M) = (0)
Or D — (det(M))= P, = , donc les valeurs propres de
(0) A — (det(M))x

3\»—\

M — (det(M))«1I, sont les réels A; — (det(M))n,

question 6, on obtient :

A — (det(M))w et avec le résultat de la

HM — (det(M nI H = ()\k — f[ j’ll) (xx)

De plus M n’est pas la matrice nulle donc au moins une des valeurs propres de M n’est pas nulle

et donc max(A,...,\,) > 0 et on a alors avec (x) et (%) :
L2
Te(M | M = (det(M)) =1,
n 2.n.max(N, ..., \y)
Il existe k& € [1,n] tel que max(\,...,\,) = A\ > 0, alors par croissance de la fonction racine

1 1
> et
mazr(A, ..., \n) || M]|2

n
carrée : M| = ,|>_ A7 = /A7 > 0, donc par passage a l'inverse :
i=1
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finalement

. M — (det(M)L,|°
— (nM) — (det(M))= > | ;nllfiﬂlz) !

3=

Partie 3 : On continue avec de la convexité

8. Soient A € ST (R) et B € S,(R).

D’aprés la question 3 (du préliminaire), on sait qu'il existe S € STT(R) telle que A = 5%, et S est
alors inversible avec S™' € ST (R).

Analyse :
On suppose qu’il existe Q inversible telle que A = S? = Q.Q" et B = Q.D.Q" avec D diagonale.

Puisque Q.Q" = 5%, ona Q" = Q7'5? et donc B = Q.D.Q~'.52%.

S € SIT(R) donc S est inversible, et on a B.S™! = Q.D.Q7'.S = Q.D.(Q7'S), alors
S~1.B.S71 = (S7L.Q).D.(S71.Q)"!. D est donc une matrice diagonale semblable a la matrice
S—1.B.S7L.

Synthese :

S € SHH(R), alors S est inversible d’inverse S~! € S, (R) dont les valeurs propres sont les inverses
des valeurs propres de S donc S~ € ST (R).

Par produit de matrices symétriques, S™1.B.S™! € S, (R), donc par le théoréme spectral il existe
P € 0,(R) et D une matrice diagonale telles que S~!1.B.S~! = P.D.PT.

On a donc B = (SP).D.(PTS) = (SP).D.(SP)T et A= S.1,.S = (SP).(PTS) = (SP).(SP)™.
Par produit de matrices inversibles ) = SP est inversible et vérifie A = Q.QT et B = Q.D.Q7

avec D matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de la matrice
symétrique STtBSL.

Il existe bien une matrice diagonale D € M, (R) et Q € GL,(R) telles que B=QDQ" et A =QQ".

Si B €S/T(R) alors VY € M,,;(R) (BY,Y)=Y".B.Y >0, on en déduit que :
VX € M, (R) (ST'BS!'X, X)=X".8"'BS ' X=Y"BY >0avecY =S5'X

La matrice symétrique S~!BS™! est donc dans ST (R), donc ses valeurs propres sont strictement
positives.

Si B € S/ (R) alors tous les coefficients diagonaux de D sont strictement positifs.

9. La fonction g : t — In (1 + €') est de classe C* sur R par composée avec

et e'(1+e') —e x e el
1+ et 116 = - >0

vteR [f(t) = (1 + et)? (1+ et)?
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On en déduit que la fonction ¢ — In (1 + ) est convexe sur R.

10. Soit A et B dans S/t (R), d’aprés le résultat de la question 8, on peut écrire A = Q.QT et
B = Q.D.Q7T avec QQ inversible et D diagonale de coefficients diagonaux d, . . ., d, tous strictement

positifs. On en déduit que
det(A+ B) = det(Q.(I, + D).QT)
— det(Q).det(I,, + D). det(QT)

= (det(Q))% det(I, + D)

n

det(A+ B) = (det(Q))*J[(1+di) >0

=1

et donc (det(A + B))n = (det(Q))= det(I,, + D).

Puisque Vi € [1,n] d; > 0, il existe t; € R tel que d; = €', et par la convexité de la fonction
g :t—In(1+e€'), on peut écrire

Ce qui donne :

=3
N
—
+
D
"
o
N
[~]=
=4
&
S~—
~—
N~
/N
S|
=4
—_
+
S

ou encore

et donc

par croissance de la fonction In, on obtient alors

1+ (f[ld1> < (fll(l +di)>

Ce qui se réécrit : ) ) )
(det(l,))» + (det(D))= < (det(I, + D))

1
et par produit par le réel strictement positif (det(Q))= = (det(Q). det(QT)) ", on obtient

3=

(det(A + B))" > (det(QQT>)% + (da(@.D.QT))%

Si A et B sont dans S;FT(R) alors (det(A + B))% > (det(A))w + (det(B))n.
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11. Soit A et B dans STT(R) et ¢t € [0, 1].

e Sit =0out = 1alors (1—-—tA+tB = A ou (1 —tA+tB = B et l'inégalité
det((1 —t)A+tB) > (det(A))~!(det(B))" est une égalité qui est bien vérifiée.

e Sit€]0,1] alors (1 —t)A € STH(R), tB € SfT(R) et (1 —t)A+tB € S;T(R), on peut donc
appliquer le résultat de la question 10 précédente :

(det((1 — t)A +tB))" > (det((1 — t)A)" + (det(tB)n

Tous les termes de I'inégalité sont strictement positifs, par croissance de la fonction In et multili-
néarité du déterminant, on obtient :

:Lln (det((1—t)A+1tB)) > In ((1-1) (det(A))7 + t(det(B)) )

Par concavité de la fonction In on sait que

3=

n ((1-1) (det(A))" + t(det(B))7) > (1 —t)In ((det(A))7) + tIn (det(B))* )

alors
1—t¢

n

im (det((1 — )A+£B)) > - In(det(A4)) + ; In(det(B))

Par multiplication par n :
In (det((1 — )A + ¢B)) > In ((det(A))' ") + In ((det(B))")
et en appliquant la fonction croissante exp, il vient :

det((1 —t)A +tB) > (det(A))* " (det(B))"

Finalement Vt € [0,1] det((1 —¢)A+ tB) > (det(A))' ! (det(B))"

12. Pour A et B dans S} (R), a partir de l'inégalité det((1 — t)A + tB) > (det(A))'"*(det(B))!
montrée en question précédente, sachant que tous les termes sont strictement positifs, on obtient
par croissance et propriété de la fonction In :

Vit €[0,1] In(det((1 —t)A+tB)) > (1 —t)In(det(A)) + ¢ In(det(B))

La fonction In o det est donc concave sur SF*(R).

Fin du probléeme

EXERCICE : BECEAS EPREUVE COMMUNE 2021

Notations et définition

— Pour tout entier naturel n non nul, on note M, ;(R) 'ensemble des matrices réelles colonnes de
taille n que I’on munit de sa structure euclidienne standard ot le produit de deux matrices colonnes
XetYest XTY.

— On note S, (R) I'ensemble des matrices réelles carrées d’ordre n et symétriques.

9
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— On note, pour tout entier naturel n non nul et pour toute matrice A € S, (R),
R(A) ={XTAX; X ¢ M,,;(R) avec X' X = 1}.

— On dit qu’une matrice A € M,,(R) est orthogonalement semblable & une matrice B € M, (R) s’il
existe une matrice P € O,(R) (i.e. vérifiant 1’égalité P'P = I,,) pour laquelle B = PTAP.

13. Soit (A, B) € S,(R)?. On suppose que A est orthogonalement semblable & B, il existe donc
P € O,(R) telle que B= PT.A.P.

b€ R(B) — IX M, ;(R), X" X=1letb=X".B.X
< IX M, ;(R), X" X=1letb=X"PT.APX
— IXeM, 1 (R), XTX=1letb=(PX)T.A(PX)=Y"T AY avecY = PX

oY =PX <+ X=P'YetY'Y=XT"PTPX=X"X
doncbe R(B) < 3JY eM,;(R), Y'Y =1letb=YT AY

be R(B)

!

b€ R(A)

On a donc montré : R(A) = R(B).

On pouvait ausst procéder par deux implications plutot que par équivalence.

14. Soit n € N* et A € S,(R). On note A1, g, ..., A\, les valeurs propres de A rangées dans l'ordre
croissant, i.e. A\ < Ay < -+ < A\

(a) A € S,(R) alors par le théoreme spectral, on sait qu'il existe P € O,(R) telle que

A (0)
A = PD.P" avec D = . D’apres le résultat de la question 13, on a
(0) An
R(A) = R(D).
X
Soit d € R(D), il existe X € M,,(R) telle que X7”X =1et d = X".D.X. Notons X = | : |,
Tn
alors
)\11’1 n n
)\nxn =1 =1

Par hypothese Vi € [1,n] A < X\ < A\, or 27 >0, done Vi € [1,n] Ma? < \x? < \2?

et par somme
n n

Z Mt < Z \ix? < Z A7

n
i=1 i=1 i=1

10
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ce qui donne M XTX < d < \XTX or XTX =1 donc A\ < d < )\, ce qui donne :

R(D) C [A1, A\n]. | On a ainsi prouvé : R(A) C [Ai, \].

Avec les mémes notations que dans la question précédente, on a R(A) = R(D) C [A1, \,] et
xl n n
siX=|:|avec XTX =) a7 =1alors X"D.X =) Nz donc

T =1 =1

R(A)=R(D) = {i)wcf, (x1,...,2,) € R" et imf = 1}

i=1

Soit d € [A1, Ao], il existe u € [0, \,, — A1] tel que d = Ay + u, ou encore il existe t € [0, 1] tel
v1—t

T 0

que d = Ay +t(An, — A1) = (1 — )\ +tA,, alors en posant X = [ 1 | = : ,on a
Tn 0
Vit

XTX=W1-1P+ (Wt =1—t+t=1et XT.D.X => Nai = (1—t)A\ +t\, =d. On

i=1
a donc d € R(D) avec R(D) = R(A), ce qui donne [\, \,] C R(A).

Finalement R (A) = [\, \y].

Autre méthode vue en ébauche dans une copie : avec de la continuité

On sait déja que R(A) C [A1, An]. Montrons l'inclusion inverse.

A € S,(R), en notant u "’endomorphisme de R" canoniquement associé a A, u est un endo-
morphisme autoadjoint puisque la base canonique est orthonormée. Par le théoréme spectral,
on sait qu’il existe une base orthonormée (eq, ..., e,) de R™ formée de vecteurs propres de u
telle que Vi € [1,n] wu(e;) = A, et

n n

Ve e R" XT.AX = (u(x),z) = O _zule;), Y zje;) =D Naiwjles e5) = > Na;
i=1 j=1 i=1

i=1j=1

On remarque alors que f(e1) = A et f(e,) = A\, avec f:x = xie; € S(0,1) — > N7
i—1 i—1

ou S(0,1) = {x e R", (z,x) =1} € R". S(0,1) est la sphére unité de l’espace vectoriel

normé R™.)

La fonction f est polynoémiale donc continue sur S(0,1) avec f(S5(0,1)) C R(A), f(e1) = M\

et f(en) = An.

On veut obtenir ¥d € [A, \,] 3Jx € S(0,1), f(z)=d, cela ressemble a du théoréme des

valeurs intermédiaires, mais pour utiliser ce théoréme il faudrait avoir une fonction d’une
variable réelle a valeurs réelles.

La fonction g : t € [0,1] = /T — te; + v/te, est continue sur [0, 1] & valeurs dans R” car les
fonctions t\/1 — t et t — /% le sont.

11
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On a aussi Vt € [0,1] [lg@®)||> = (V1 =82+ (Vt)?=1—t+t=1donc g([0,1]) C S(0,1).
(On peut aussi choisir h : 0 € {O, ;T] — cos(f)e; + sin(f)e, car cos?(0) + sin?(0) = 1).

Par composée la fonction f o g est continue sur [0,1] & valeurs dans R(A) C R avec
fog0) = A et fog(l) = A\, alors par le théoreme des valeurs intermédiaires
Vd e (A, N\, Fte|0,1], fog(t)=d.

ce qui donne : Vd € [A;,Xs] Jz € R" |z =1et d = f(x) = XT.A.X € R(A), donc
A1, A\n] C R(A).

Finalement R (A) = [A1, Ay

n
(¢) On suppose que la matrice A est de trace nulle, or on sait que Tr(A) =) \;, alors les valeurs
i=1
propres de A ne sont pas toutes strictement positives ou toutes strictement négatives, donc
A1 <0<\, ce qui donne 0 € [Ag, \,].

Par le résultat de la question précédente, | si Tr(A) = 0 alors 0 est élément de R (A).

—1

S NN O

0
0
R(A) = [—1,2]. On en déduit que 0 € R(A) et Tr(A) = =1+ 2+ 2 = 3 # 0. La réciproque
du résultat encadré plus haut n’est pas vraie.

0

On se place dans le cas n = 3. A = ( O) est de valeurs propres —1 et 2 donc
2

(

On appelle diagonale d’'une matrice M = (m;;)i<ij<n 1a liste (my1,mas9,...,my,) de ses éléments
diagonaux.
15. Soit n € N* et A € S,,(R). On suppose qu’on dispose d'une matrice P € O,(R) pour laquelle

16.

PTAP a pour diagonale (Tr A,0,...,0) (ot Tr A désigne la trace de A).

Tr(A) (%)
0
On peut écrire B = PTAP = _ = (6’1 e C’n) avec C1, ..., C), les colonnes
(%) 0
de PT.A.P.
1
0
On sait, d’apres la question 13 que R(A) = R(B), or en prenant X = [ . |,ona X7X =1 et
0
XTBX=(10 - 0).Cy=Tr(A)

On a donc Tr(A) € R(B), et donc | Tr A est élément de R (A).

(a) D’apres la question 14(b) si A € S3(R) est de valeurs propres Aj, Ay avec A; < A alors
R(A) = [A1, Ag] et on sait que Tr(A) = A + \o.

12
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17.

18.

A= <(1) (2)> est dans S5(R) avec R(A) = [1,2] et Tr(A) = 3 donc Tr(A) ¢ R(A).

(b) Soit A € S3(R). Notons comme précédemment Ay et Ay les valeurs propres de A telles que
A1 < Ag alors on a vu R(A) = [A, Ag] et Tr(A) = A + Ao

Montrons que A; + Ay € [Ag, Ao] <= 0 € [\, Ag] :

MFAEN ] <= A< A+
— M <A +Aet A+ <N
<— 0 et Ay <0
— A <0< X\

AL+ A € [)\1,)\2] — 0¢€ [)\1,)\2]

Pour A € S5(R), on a montré : Tr(A) € R(A) <= 0 € R(A).

Soit A € Sy(R).

On suppose que Tr(A) € R(A), alors il existe X € My (R) telle que X7.X = 1 et
XT AX = Tr(A). La famille (X) est une famille libre puisque X # 0 et normée, on peut
donc la compléter en une base orthonormée (X,Y’) de My ;(R). La matrice P = <X Y) est alors

X7 XTX X'Y
. pT
orthogonale : P'.P = <YT> . (X Y) = (YT.Y j’T_]’> = Is.

Par produit de matrices par blocs,
X7 XTAX XTAY Tr(A) YTAX
—_ pT — — —
B=P.AP= (YT) (Ax AY) = (YTAX YTAY> = (XTAY YTAY

et Tr(A) +YT.AY = Tr(B) = Tr(P".A.P) = Tr(A.P.PT) = Tr(A) et donc YT.AY =0 et

Tr(A) XTAY
_ pT _
B=PT.AP= <YTAX . )

Si A € S2(R) et Tr(A) € R(A) alors A est orthogonalement semblable & une matrice
de diagonale (Tr(A),0).

Soit m un entier avec n > 2. On suppose que toute matrice A € S, (R) telle que Tr A € R (A) est
orthogonalement semblable & une matrice ayant pour diagonale (Tr A4,0,...,0).
Soit A € S,+1(R) telle que Tr A € R (A).

(a) Tr(A) € R(A) alors il existe X; € M,111(R) telle que [|[Xi|> = X{X; = 1 et
Tr(A) = XT.A.X,.

13
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On peut compléter la famille libre et normée (X;) en une base orthonormée (X7, ..., X,;1) de
M,,+1.1(R), alors en notant P = (X1 Xn+1), on sait que P € O,1(R) et par produit
de matrices par blocs :
X{
PT AP = AKX e X
Xt
X/
= | (A - AXG)
X
XTAX, X[AX, -+ X[AX, .,
B XJAX, XJAX, - XJAX,
X AX, X AX, - X)L AXnn
que l'on peut écrire sous forme d’une matrice par blocs :
PT.AP = (TréA) g) avec C € M,,;(R) LeM,;,(R)et BeM,(R)

De plus la matrice PT.A.P est symétrique, puisque A 'est, donc

-1 5)-

ce qui donne B" = B.

Il existe C € M,,1(R), L € M ,(R) et B € S,(R) telles que A soit orthogonalement
Tr A L)

semblable a la matrice par blocs ( c B

b) Avec les notations précédentes, PT.A.P =
( p o B

Tr(4) L) donc Tr(PT.A.P) = Tr(A) + Tr(B)

mais on a aussi Tr(P?.A.P) = Tr(A.P.P") = Tr(A) donc | Tr(B) = 0.

Et par la question 14(c), puisque Tr(B) = 0 on sait que 0 € R(B), ce qui donne finalement :

TrB € R(B).

Tr(A) L

C B
et Tr(B) € R(B) alors par 'hypothese faite dans cette question 18, on sait qu’il existe
Q € O0,(R) telle que B’ = Q'.B.Q soit de diagonale (Tr(B),0,...,0), ce qui donne ici de
diagonale (0,...,0).

En posant U = ( ! Ol’”), on a

(c) En reprenant PTAP = avec B € S,(R), on vient de voir que Tr(B) = 0

On,l Q

UT 1 — 1 Oip 1 O [ 1 Oin\
. a On,l QT ) On71 Q N On,l QTQ oo

14
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et
T T o 1 Ol,n TI'(A) L 1 Ol,n
UT.PTAPU = <0n,1 )\ 8) o, o
B 1 Oi, Tr(A) LQ
- \On1 Q") C BQ
 (Tr(A) L@
— \QT.C Q'TBQ
U PTAPU = (Tlg, ) é,) avec B’ de diagonale nulle
La matrice H = PU est dans O,,41(R) par produit de matrices de O, +1(R) et H".A.H est

une matrice de diagonale (Tr(A),0,...,0).

La matrice A est orthogonalement semblable a une matrice de diagonale (Tr A, 0, ...,0).

19. Les questions 17 et 18 donnent par récurrence que Vn > 2 si A € S,(R) avec Tr(A) € R(A) alors
A est orthogonalement semblable a une matrice de diagonale (Tr(A),0,...,0).

Soit A € S,(R).

e La question 14(c) donne que si Tr(A) = 0 alors 0 € R(A) et donc Tr(A) € R(A) et alors A
est orthogonalement semblable a une matrice de diagonale (Tr(A),0,...,0) = (a,...,a) avec a = 0.

Tr(A)

e Si Tr(A) # 0 alors A" = A — I,, est dans S,(R) et par linéarité de la trace Tr(A’) = 0,
n
donc A’ est orthogonalement semblable & une matrice de diagonale nulle : il existe P € O,(R)
telle que B = PT.A".P soit de diagonale (0, ...,0).
Tr(A)
—

On en déduit que PT.A.P = B+ ﬁ]n est une matrice de diagonale (a,...,a) avec a =
n

Dans tous les cas si A € S,,(R) alors A est orthogonalement semblable & une matrice dont tous les
Tr(A)
m—

coefficients diagonaux sont égaux a a =

Fin de exercice

Fin du sujet
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