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Exercice : CCINP PSI 2023

Soit une fonction f : R — R définie par :

VeeR, f(z)= /07r cos (zsin(t))dt.

Pour tout n € N, on note :

Wn:/ sin®"(t)dt.
0

1. Pour tout x € R, ¢ — cos(xsin(t)) est continue sur le segment [0, 7] par composée de fonc-

™
tions continues sur R, donc l'intégrale / cos(zsin(t))dt existe. | f est bien définie sur R.
0

2. Soitg:R>< 0,7} — R .
(x,t) —  cos(xsin(t))

e Pour tout ¢ € [0,7], x — g(z,t) est de classe C? sur R et pour tout z € R, on a, par

dérivation d’une fonction composée :

dg g

%(x,t) = —sin(¢)sin(xsin(t)) et @(x, t) = —sin’(t) cos(z sin(t)).

0
e Pour tout x € R, t — g(z,t) et t — a—g(z, t) sont continues sur le segment [0, 7], donc
x

sont intégrables sur [0, 7].

2
e Pour tout z € R, t — —g(x,t) est continue par morceaux sur [0, 7|, par produit de

ox?

fonctions continues.

e Hypothése de domination :
La fonction cosinus a valeurs dans [—1, 1], donc

V(z,t) € R x [0, 7] ‘%(x,t)‘ = ‘sinQ(t) cos(zsin(t))| < sin®(t)

¢ : t — sin’(t) est une fonction continue sur le segment [0, 7] donc est intégrable sur ce
segment.

Par le théoreme de la classe C* pour les intégrales a parametre, on sait alors que :

K 8 ™
f est de classe C? sur R avec Vo € R f'(z) = / a—i(w, t)dt = —/ sin(t) sin(z sin(t))dt
0 0

et f'(x) = Oﬂ %(m,t)dt =— /07r sin®(t) cos(x sin(t))dt
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3. Soit la fonction h : R? — R définie par :

V(z,t) € R®, h(z,t) = cos(t)sin (zsin(t)).

Soit € R, on pose u(t) = cos(t) et v(t) = sin(xsin(t)). Les fonctions sinus et cosinus sont
dérivables sur R, alors u est dérivable sur R et par composée v est dérivable sur R.

Par produit la fonction ¢ — h(z,t) = u(t)v(t) est dérivable sur R, donc la fonction
o, RxR — R
— Oh existe et

ot (x,t) E(:c,t)

V(z,t) € R? %(x, t) =u'(t)v(t) + u(t)v'(t)

V(z,t) € R? %(z, t) = —sin(¢) sin(x sin(t)) + z cos?(t) cos(z sin(t))

4. Avec le résultat de la question 2, en utilisant — sin®(t) = cos?(t) — 1 et avec la linéarité de
I'intégrale, on a pour tout réel x :

zf(x)+ fl(z) = /07r —xsin?(t) cos(x sin(t)) — sin(t) cos(z sin(¢))dt

= /07r (— sin(¢) sin(z sin(t)) + @ cos*(t) cos(x sin(t)) — z cos(z sin(t))) dt

= OW %(m, t)dt — xf(x)

zf"(@)+ f(x) = [h(z, )5 — af(2)
or h(z,0) = 0 = h(z, ) puisque sin(0) = 0 = sin(7). On en déduit que

VeeR zf'(z)+ f'(x) = —xf(2)

f est donc solution sur R de I"équation différentielle (E) : zy” + ¢ + zy = 0.

5. On suppose qu’il existe une solution de (E) développable en série entiere notée Z a,x" de

n>0
rayon de convergence R > 0.
+oo
Notons y : x — Z a,x". On sait que y est de classe C* sur | — R, R[ avec
n=0
+oo +o0
Veel—-R,R y(x)= Znanx”_l et y'(z) = Zn(n — Dan,z™ 2
n=1 n=2

y est solution de (F) <= Vx €| — R, R[ zy"(z)+ ¢ (x) +zy(z) =0



PSI Un corrigé de I'exercice de la feuille de révisions n°01 3

+00 +oo +o00
y est solution de (E) <= Zn(” — Dapz"? +Znana:”_1 i Zanl,n-l—l —0
n=2 n=1 =
k=n—1 k=n—1 k=n+1
+o00 “+o00
g Z(/{? + )kakﬂx + Z kak+1$ + Z A — 1LU =0
k=1

< a1+z k+1ak+1+kak+1+ak 1)I =0

+oo
— a+ Z ((k: + 124 + Clk;—1) 2% = 0 pour tout = €] — R, R|
k=1

par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle, on obtient :

ay=0et VEe N* (k+ 1)2app1 +ap_1 =0

1
ce quirevient aa; =0etVn>2 a,= ——Gp—2.
n

QAp—2
5

Onadonca; =0etVn>2 a,=—
n

Remarque : on pouvait obtenir ay par une autre méthode. En effet si y est solution de (E),
on aVx € — R,R[ xy'(x)+y'(z) + xy(z) = 0, alors pour x = 0 on obtient y'(0) = 0, or
y'(0) = a1, et donc a; = 0.

6. D’apres le développement en série entiere de la fonction cosinus sur R, on sait que

V(z,t) € R* cos(zsin(t)) = Z(—l)”% _ Z(_l)nSi(I;;;!t)xzn

On peut donc écrire

" nSinzn(t) 2n
0 =0 :

e Pour tout n € N, f,, est continue sur le segment [0, 7], donc est bornée sur ce segment, et
| frlloo = Sup|fn(t)| existe dans R*.
te|0,7]

| sin®"(¢)| zn
VYneN Vtelo, )] = ——2 |22 < .
2n
Notons Vvn € N «,, = %, la suite () vérifie Vn € N || fulloo < a, et la série > ay,
n)!
+00 400 332n
converge puisque, par développement en série entiere, Z ay = Z 2n) = ch(z).
n)!

n=0 n=0
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On en déduit que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur [0, 7] et donc aussi
uniformément sur ce segment alors par théoreme d’intégration terme a terme sur un segment,

on sait que la série Z »(t)dt converge et
n=0 0

m +oo 2n s
VeeR f(x /an £)dt = Z/ Fult)dt = ( )én)!/o sin® (¢)dt

=0

+oo
—1)"W, _ )
VeeR f(x)= Z %xm, donc f est développable en série entiere sur R.

n=0

(_1)an

On a obtenu f(x Z b,z avec by, 1 =0 et by, = W
n)!

n=0

2eme méthode : On peut ausi utiliser le second théoréme d’intégration terme a terme, celus
sur un intervalle :
Soit z € R.

e Vn € N f, est continue sur le segment [0, 7], donc est intégrable sur cet intervalle.
+oo

e La série de fonctions ) f,, converge simplement sur [0, ] (puisque Z fu(t) = cos(xsin(t)).
n=0

e La fonction S : ¢t — Z fn(t) = cos(xsin(t) est continue (par morceaux) sur [0, 7.

n=0
2n

e Comme vu dans la méthode précédente : Vt € [0, 7] |f.(t)] < x—, alors

(2n)!
/ Fa(®)]dt < wé"n)!.

Comme vu dans la méthode précédente, la série Z

2n

2n

2n)!

nus hyperbolique). Alors par comparaison la série a termes positifs Z / | fr(t)|dt converge.
0

converge (DSE de la fonction cosi-

Par théoréeme d’intégration terme & terme sur un intervalle on sait que la série foﬂ fa(t)dt

m +00 +oo —+00 2n ™
converge et f(x / an t)dt = / fu(t)dt = Z(—l)”x—/ sin®"(t)dt.
0

— (2n)!
+0o0
7. D’apres le résultat vu en question 5, si y : © — Z a,x" est solution de (E) alors a; = 0 et
n=0
1
Yn>=2 a,= ——ap—2.
n

Par récurrence on obtient alors que Vk € N ag 1 = 0.

-1

(2 k)2 To1ng Y2k—2-
Cette relation de récurrence permet d’obtenir que la suite (ag;) est uniquement déterminée
par la donnée de ay = .

Si on impose y(0) = 7, alors ag = w et Vk € N*  ag, =
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On en déduit que si y est une solution de (E) développable en série entiere vérifiant y(0) = ,
Vk € N Aoky1 = 0

alors y est unique, et la suite (a,) est donnée par ¢ %0 =7 1
Vk € N* a9, = —ag,_
2 = oy A2k—2

Or la fonction f est une solution de (E) développable en série entiere et f(0) = / 1.dt =,
0

donc | f est bien I'unique solution de (E) développable en série entiere vérifiant f(0) = 7.

8. Les questions 6 et 7 donnent :

+o0 +oo
_1)"
VeeR f(x)= Z H—VVHJCQ" = Z(J,anzn

n=0 <2n)' n=0
-1
Avec ag = et Vn € N* a9, = —ag,_2.
2n
T -1 (—1)2 (—1)?
On aura donc ay = o ay = ?aQ = 2 T = 24<2!)27r.
—1)"
Supposons que ag, = uw alors
22nn)
-1 (_1)n+1 (_1)n+1 (_1)n+1
A2n42 = 75 g d2n = ™ = =
(2n + 2)? 22(n + 1)2.22n.n!12 22n+2(p 4 1)12 22(n+1) (4 1)12
—1)"
On a donc obtenu par récurrence que Vn € N ao, = (22—)':
"n!

Par unicité du développement en série entiere de f, on obtient :

(=1)"m

22nn!2

=",
Yn € N (277,)' Wn = A9, =

. T (2n
ce qui donne : | Vn € N W":2Tn(n)

L’expression des coefficients ay, peut étre donnée soit dans la question 7 (ce qui justifie bien
lunicité des coefficients ay, ), soit seulement ici en question 8.



