PSI Révisions: Un corrigé de I'exercice E3A PSI 2023 traité en classe
Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 3.
Pour toute matrice M € M,(R), on note M " sa transposée et on rappelle que :
Y(M,N) e (M,(R))?, (MN)"=NTMT.
L’espace E = RP est muni de son produit scalaire canonique :
V(IX,Y)e E?, (X|Y)=X"Y
et pour tout vecteur X de E, sa norme est notée :
IX = VXTX.

Soit n un entier relatif supérieur ou égal a —1.
On dit quune matrice A € M,(R) est de type n lorsque : AT = A™.

1. Quelques exemples.

1.1 Soit A € M,(R).
Aestdetype 0 <= AT =A°

— AT =1,

—= A=1I =1,

L’ensemble des matrices de M,(R) de type 0 est {I,}.

1.2 Soit A € M,(R). A est de type 1 si et seulement si AT = A, donc I’ensemble des matrices
de M,(R) de type 1 est S,(R) 'ensemble des matrices de M,(R) symétriques.

1.3 Soit A € M,(R). A est de type —1 si et seulement si AT = A~!  donc I'ensemble des
matrices de M,(R) de type -1 est O,(R) 'ensemble des matrices de M, (R) orthogonales.

On sait qu'une matrice de My(R) est orthogonale si et seulement si les colonnes de cette

010

matrices forment une base orthonormale de de My (R), alors A = 8
0

_ o O

1
0
particulier une matrice de type -1 différente de I'identité.

On suppose désormais que n est supérieur ou égal a 2.

0
1
0
0

est en

2. Dans cette question et uniquement dans cette question, on suppose p = 3 et pour

tout réel 6, on note :
1 0 0
A@) =10 cos(f) —sin(0)
0 sin(6) cos(@)

2.1 Par convention A(#)° = I3 et on remarque que A(0) = I3 donc A(6)™ = A(m.0) pour

m = 0.
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Soit m € N si A"™(0) = A(m#@) alors
A™TLO) = A™(0) x A
= A(mf) x A

1 0 0 1 0 0
= (0 cos(md) —sin(m@)) X (O cos(6) —sin(@))
0 sin(m#)  cos(md) 0 sin(f) cos(h)

1 0 0
= (0 cos(m@) cos(0) — sin(mf) sin(f) — cos(mh) sin(f) — sin(m0) COS(Q)) .
0 sin(mé) cos(f) + cos(mb) sin(f) — sin(md)sin(f) + cos(mb) cos(0)
et d’apres les formules trigonométriques
1 0 0
A™TL) = (0 cos((m+1)0) —sin((m + 1)9))
0 sin((m+1)0) cos((m+1)0)

On a donc A%(0) = A(0.0) et A™(0) = A(mb) = A™T1(0) = A((m + 1)6).
Par principe de récurrence : Ym € N, (A(0))™ = A(m#).

2.2 Par ce qui précede : A"(0) = AT(0) < A(nf) = AT(0).
On remarque que A(6)T = A(—0) puisque la fonction sinus est impaire et la fonction
cosinus est paire, donc

A(0) est de type n <= A(nf) = A(—0)

cos(nf) = cos(—0)
{ sin(nf) = sin(—0)
= nb = —0[2n]

A(f) est de typen <= Jke€Z (n+1)0=2kn

2k
A(0) est de type n si et seulement si 6 € { _:Tl, ke Z}.
n

’On revient au cas général avec p > 3.‘

3. Soit A une matrice de M,(R) de type n.
3.1 A™ = Amn = (A™)™ et puisque A est de type n on a :
An2 — (AT)n — (An)T — (AT)T — A

3.2 On note B = A™t1,
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3.2.1

3.2.2

3.2.3

3.24

3.2.5

En utilisant le résultat de la question 3.1, on a :

B" = (A" = AmHD) = A = A A = A AT = A = B
On a donc bien B" = B.
B = A" = A" A = AT A puisque A est de type n, donc

BT = (AT AT = AT. (AN = AT A=B

B est bien une matrice symétrique.
B est symétrique réelle, donc ses valeurs propres sont réelles.
Soit A une valeur propre de B, il existe X € M, ;(R) telle que X # 0 et BX = A\X.
D’une part X7.B.X = XT(A\X) = AXT.X = )\|| X|?, et

d’autre part puisque B = AT.A on a XT.B.X = XT. AT A X = (AX)T.(AX) et
AX € M, 1(R) donc XTBX = || AX|>.

2
IAXT S

On en déduit que |AX|* = A[|X|[* et puisque X # 0, on a A = X2

Les valeurs propres de B sont donc positives ou nulles.
On suppose que B # O, et B # I,.

e Onavu B" = Bdonc X"—X = X(X" ! —1) est un polynéme annulateur de B, les
valeurs propres de B, qui sont réelles et positives, sont donc racines de X (X" 1 —1).

Les seules racines réelles positives de X (X"~ — 1) sont les réels 0 et 1 donc
Sp(B)  {0,1}

e B est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable, donc Sp(B) n’est pas vide.

Si Sp(B) = {0} alors B est semblable a la matrice nulle et donc B = O,, ce qui est
exclu ici.

Si Sp(B) = {1} alors B est semblable a la matrice diagonale I, donc B = I, ce qui
est exclu ici.

On en déduit que les valeurs propres de B sont les deux réels 0 et 1 : Sp(B) = {0, 1}.

e Si B= 0, ou B = I, alors B> = B et B est donc une matrice de projection, et
puisque B est symétrique la projection est orthogonale.

e Si B # O, et B # I, alors on a vu précédemment que B est diagonalisable et
Sp(B) = {0,1}. 1l existe donc une matrice P inversible et une matrice D diago-
nale, dont les coefficients diagonaux valent 0 ou 1, telles que B = P.D.P~!, alors
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B? = P.D?>.P~! et D?* = D (d’apres ses coeffciients digoanaux), donc B% = B.

B est une matrice de projection et puisque B est symétrique, B est la matrice d’une
projection orthogonale.

B est la matrice de la projection sur Im(B) = Ker(B — I,,) parallelement a Ker(B).

3.3 Onavu: B= A" = AT A.
e Si X € Ker(A) alors BX = A" AX = A".0 =0 donc Ker(A) C Ker(B).

e Si X € Ker(B), alors BX = 0, or XTBX = ||[AX||> (vu en question 3.2.3), donc
|AX]|?> = 0 et par séparation de la norme on obtient AX = 0 donc X € Ker(A) et donc
Ker(B) C Ker(A).

Par double inclusion on a montré : Ker(B) = Ker(A).

3.4 ¢ SiY € Im(B) alors il existe X € M,1(R) tel que Y = BX = A" X = A(A"X) donc
Y € Im(A). On a donc Im(B) C Im(A)

e Par le théoreme du rang p = dimlm(A) + dimKer(A) = dimlIm(B) + dimKer(B). Or
Ker(B) = Ker((A) donc dimIm(A) = dimIm(B).

Finalement Im(B) = Im(A).

3.5 Puisque B est la matrice d’une projection on sait que Im(B) et Ker(B) sont supplémentaires.
De plus la projection est orthogonale donc Im(B) et Ker(B) sont orthogonaux.

Avec le résultat des questions 3.3 et 3.4 on obtient alors que Im(A) et Ker(A) sont
supplémentaires orthogonaux.

3.6 On a déja vu que pour tout X de M,;(R) : [|[AX|> = XT.B.X.

Si X € Im(A) alors par la question 3.4 on a X € Im(B), or B est la matrice d'une
projection donc Im(B) = Ker(B — I,,) et donc BX = X, ce qui donne

|AX|? = XT.B.X = X".X = || X]|?
Si X € Im(A) alors on a bien : [J[AX| = || X].
3.7 On suppose que A est inversible, alors Ker(A) = {0} et Im(A) = M, ;(R).

En utilisant le résultat de la question 3.6 on obtient alors : VX € M, ;(R), ||AX | = ||X]l,
et donc A est une matrice orthogonale.

Par le (résultat de 1.3 on obtient que A est de type —1.
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4. Si A est a la fois de type n et de type n + 1, alors A est de type n et B = A" = AT est
une matrice de projecteur orthogonal d’apres ce qui a été vu en question 3.2.5.

On en déduit que : AT = B= BT = Aet A2 = (BT)? = B> =B = A" = A, donc A est
une matrice de projecteur orthogonal.



