PSI Devoir a rendre au plus tard le lundi 12 janvier 2026 1

On considere une suite indéfinie de lancers d’une piece équilibrée.

Pour tout entier naturel n non nul, on désigne par :
- P, I'événement < Pile apparait au n'*™° lancer >

- F,, I’évenement < Face apparalt au n'“™° lancer >.

On suppose que 'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, &7, P).

n
Pour n > 3, on pose B, =P, oNP,_ 1 NFE, et U, = U B;..
k=3

On définit la suite (uy,)pen+ par : u; = ug = 0 et Vn > 2 u, = P(U,).
1. Montrer que la suite (uy,),en+ €st monotone et convergente.
2. (a) Pour n > 3, calculer P(B,,).

(b) Montrer, que pour tout n > 3, les évenements B,,, B,.1 et B,.2 sont deux a deux in-
compatibles.

(c) Calculer les valeurs de us, uy et us.

3. Dans cette question, on suppose n > 5.

(a) Comparer les évenements U,,NB,, 11 et U,_sN B, 1. Préciser leurs probabilités respectives.

1
(b) Montrer que pour tout n = 3 : u,y1 = u, + 3 (1 —up_o).

(c) Déterminer la limite de la suite (uy,);>1.
(d) Quelle est la probabilité de I’évenement < Pile n’apparait jamais au cours de I'expérience > 7

4. Pour tout n € N*, on pose v, = 1 — u,.

(a) Trouver des réels « et 3 tels que : Vn € N* v, = av, 12 + Bvnys.

(b) Déterminer l'expression de v, en fonction de n, en déduire que la série de terme général
v, converge.

(c) Montrer, sans utiliser la question précédente, que la série de terme général v,, converge
+oo

et déterminer g Up,.-

n=1

Fin de 1’énoncé



