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Exercice 1

Soit α ∈ R et β > 0. Pour n ∈ N∗, on pose un(x) = nαxβe−x
√
n et l’on prolonge un par continuité

en 0.

1. Étudier la convergence simple sur R+ de la série de fonctions
∑
un.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels α et β pour que la série de
fonctions

∑
un converge normalement sur R+.

3. Déterminer une condition nécessaire sur α et β pour que la série de fonctions
∑
un converge

uniformément sur R+.

Exercice 2

Soit Hn =
n∑
k=1

1

k
et f(x) =

+∞∑
k=1

1

k(k + x)
.

1. Montrer que f est définie, continue et décroissante sur [0,+∞[.

2. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +∞.

3. Montrer que f(x) =
x→+∞

O

(
1√
x

)
.

4. Exprimer f(n) en fonction de Hn.

Exercice 3

Soit f(t) =
+∞∑
n=1

tn

1 + tn
.

1. Déterminer l’ensemble de définition de f .

2. La fonction f est-elle continue sur son ensemble de définition ?

Exercice 4

Soit S(x) =
+∞∑
n=1

un(x) avec un(x) =
1

n2
ln
(

1 +
n

x

)
.

1. Montrer que S est bien définie sur ]0,+∞[.

2. Montrer que S est continue sur ]0,+∞[.

3. Montrer que la série de fonctions
∑
un ne converge pas normalement sur ]0,+∞[.

4. Déterminer la limite de S en 0+ puis en +∞.

5. Montrer que S est de classe C1 sur ]0,+∞[.

6. Déterminer un équivalent de S en 0.

Exercice 5

Pour n ∈ N avec n > 2, soit fn : x 7→ xe−nx

ln(n)
.

1. Déterminer le domaine de définition D de la série de fonctions de terme général fn.

On pose, pour x ∈ D, S(x) =
+∞∑
n=2

fn(x).
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2. Montrer qu’il n’y a pas convergence normale de la série de fonctions sur D.

3. Si n > 2, soit Rn : x ∈ D 7→
+∞∑

k=n+1

fk(x). Montrer que : ∀x ∈ D, |Rn(x)| 6 1

lnn
.

4. La fonction S est-elle continue sur D ?

Exercice 6

On définit la fonction f de la variable réelle x par f(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n

nx
.

1. Donner l’ensemble de définition D de f et montrer que f est continue sur D.

2. Montrer que f est de classe C1 sur D, puis donner sa dérivée.

3. Déterminer la limite de f en +∞.

4. Soit x > 0. Montrer que 1+2f(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n
(

1

nx
− 1

(n+ 1)x

)
, puis

1

2x
−1 6 1+2f(x) 6 0.

Déterminer alors la limite de f en 0.

5. Montrer que ∀x > 1, f(x) =

(
1

2x−1
− 1

)
ζ(x), où ζ est la fonction zêta de Riemann.

Exercice 7

Soit F (x) =
+∞∑
n=2

1

ln(n)nx
.

1. Déterminer le domaine de définition de F .

2. Montrer que F est de classe C∞ sur son domaine de définition.

3. Étudier la limite de F en +∞.


