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Un corrigé du D.M. n°01 : Extrait de CCINP MP 2017
Dans ce qui suit, on appelle ”série trigonométrique” une série de fonctions du type
Z(an cos(nx) + by, sin(nz))
ou (ay) et (b,) sont deux suites de réels.

Dans la premiere partie, on étudie quelques exemples. Dans la deuxieme partie, on s’intéresse plus
particulierement aux séries trigonométriques qui convergent normalement sur R.

On notera Co, 'espace vectoriel des fonctions continues et 2w-périodiques de R dans R. Pour f € Cy,
et n € N, on notera

an(f) = — _TF f(x)cos(nz) dr et B,(f)=— _W f(x)sin(nz) dz

Partie 1 : Exemples

1 1
1. Pour n € Net z € R, on pose f,(z) = o cos(nx) + 3 sin(nz) .

On a alors | (nz)|  |sin(nz) ) )
cos(nx sin(nz
Vney VeeR |fu(z)] < on + 3n < 274-37

1 1
On en déduit que f, est bornée sur R et en posant || f,||cc = Sup|fn(z)| et a, = on + gn o0
z€R

obtient

1 1
Or les séries géométriques Z on et Z 3n convergent donc par linéarité la série Z an converge

et par comparaison la série Z || frlloo converge.

On a ainsi obtenu la convergence normale sur R de la série de fonctions E fn-

T

1 el n
Pour tout entier p > 2, = — < 1 alors la série géométrique Z (> converge et
p

b
3 <> _
- ix
n=0 p 1— ef
b
. b
- p_eim

p
p — cos(x) — isin(z)

f <eiz>n . P —cos(x) +isin(z)

— P " cos(2))? + sin’(x)



PSI 2

= (AN _ - .
Finalement Z € = p x p — cos(x) + lSln(m).
p? 4+ 1 —2pcos(x)

n=0

Puisque cos(nz) = Re(e™®) et sin(nz) = Im(e), et par convergence des séries géométriques,

on a :
“+o0 1 1 “+o00 eix n 400 eix n
Z (2n cos(nx) + Wsin(nm)) = Re Z (2> +1Im Z (3)
n=0 n=0 n=0
et d’apres le résultat établi précédemment
io 1 ( )+1 in(n) 9 5 2 — cos(x) n 3sin(z)
— cos(nz) + — sin(nz =
=\ 3n 5—4cos(x) 10— 6cos(x)
+o0 o
2. On sait que Vz € C  exp(z) = Z —, donc
n!
n=0
) +oo eline
1T —
€Xp(€ ) - Z n'
n=0
+oo ..
B Z cos(nx) + isin(nz)
o !
= n!
=X /1 i
exp(ei®) = 7;) (n‘ cos(nx) + - sin(m:))
1 1 1
Et puisque cos(nz) < —, sm(nm)’ < — et que la série exponentielle Z — converge, par
n! n! n! n! n!
linéarité on a :
‘ +00 1 +00 1
exp(ei®) = Z} ] cos(nx) + i ZO ] sin(nz)
n= n=

Or exp(e'®) = exp(cos(x) + isin(z)) = exp(cos(x)) x ¢*5(*), Par unicité de la partie réelle d’un
complexe on obtent :

) B i = cos(nx)
exp(cos(z)) cos(sin(z)) = Re(exp(e™)) = Z T
n=0 :

1
3. Pour n € N* posons a,, = —, on sait alors que (ay,) est de limite nulle.
n

Par déficonverge simplement sur R si, et seulement si Vo € R Z an cos(nx) converge.

1 1
Or ay, cos(n x 0) = a, = — et la série E — ne converge pas d’apres les séries de Riemann.
n n
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n

ne converge pas simplement sur R.

1
La suite <> est donc une suite de limite nulle telle que la série trigonométrique E
neN*

cos(nz)

4. On admet que la série trigonométrique Z

Pour n € N* et z € R, on pose f,(z) =

. T
et sin (n X —) =1, alors
2n

La série de Riemann g — ne converge pas Si a <

[ fnlloo

n>1 f
sin(nz)

NLD

——sin

(nz) converge simplement sur R.

. On sait que Yn € N* Vz e R

= Suplfa()| =

1

NSl

1, donc la série Z || frnlloo ne converge pas.

La série trigonométrique E —sin(nx) ne converge pas normalement sur R.

n>1 f

Partie 2 : Propriétés

Une condition suffisante

|sin(nz)| < 1

5. On suppose que les séries Z an et Z b, sont absolument convergentes, notons cette hypothese

(H).

Pour n € N et z € R, on pose f,(z) = a, cos(nzx) + by, sin(nz)), alors

VneN VeeR |f.(x)

| < |ay, cos(nzx)| + |by sin(nx)| < |an| + byl

On en déduit que f,, est bornée sur R avec 0 <

[ flloo <

lan| + |bnl.

Par (H) et par linéarité la série Z (lan| + |bn|) converge, donc par comparaison la série Z Il frlloo

converge.

Ce qui donne la converge normale sur R de la série trigonométrique Z (an, cos(nx) + by, sin(nz))) .

Une condition nécessaire

6. Soient a et b des réels quelconques.

Soit f:x € R~ |acos(z) + bsin(z)|.

e Sia=0b=0alors f est la fonction nulle et son maximum vaut bien va? + b2.

e Si a ou b ne sont pas nuls alors va? + b% # 0 et on peut écrire :

-

Vi

cos(z) +

aal)
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4
a b . 9 . o e
Notons ¢ = \/ﬁ et d = W, puisque ¢“ 4+ d° = 1 on sait qu’il existe ¢ € R tel que

¢ = cos(¢) et d = sin(¢) (le point de coordonnées (c,d) est sur le cercle trigonométrique), donc
on peut écrire

= v a? + b?|cos(¢) cos(x) + sin(¢) sin(z)| = v a? + b?| cos(x —

Or la fonction x — | cos(xz — ¢)| est majorée par 1 et vaut 1 en z = ¢, alors son maximum vaut

1 et donc | le maximum de f : x — |acos(x) + bsin(z)| vaut Va2 + b2.

On suppose que la série trigonométrique Z(an cos(nz) + by, sin(nx)) converge normalement sur

R, ce qui signifie que la série Z | frlloos avec || fulloo = Suplay, cos(nx) + by, sin(nz)|, converge.
zeR

Or d’apres le résultat de la question précédente, || fnllco = /a2 + b2, donc la série Z Vvaz +b2

converge.

On sait que : 0 < |ap| < /a2 + b2 et 0 < |by| < /a2 + 2.

Puisque la série Y (/a2 + b2 converge, on sait que lim +/a? + b2 = 0, alors par encadrement
n—+400

on obtient lim |a,|=0= lm |b,]|.
n—+oo n—+oo

Et par comparaison les séries E lay| et E |b,| convergent.

Si la série trigonométrique Z(an cos(nz) + by sin(nx)) converge normalement sur R alors

lim a,=0= lim b, et les séries Z an et Z b, convergent absolument.

n—-+00 n—-+00

alors les suites (a,) et (b,) convergent vers 0 et les séries Z an et Z b, sont absolument conver-
gentes.

Autres propriétés

8.

On note f la somme d’une série trigonométrique Z(an cos(nz) + by sin(nx)) qui converge nor-
malement sur R.

Soit fy : & — ay cos(nz) + by, sin(nz) avec n € N.

e Vn € N f, est continue sur R par combinaison linéaire de fonctions continues,

e par hypothese la série de fonctions Z fn converge normalement sur R, alors elle converge
uniformément sur R,

et donc par théoreme de continuité f, la somme de la série de fonctions Y f,, est continue sur R.

De plus Vn € N f,, est 2mr-périodique alors

+o0
Ve e R f(x+27) = anx—i—%r an(:v):f:v
n=0
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Finalement f € Co,.

9. Soit n € N*, par parité de la fonction cosinus et formules trigonométriques, on a :

/ cos?(nx) de = 2/ cos?(nx) dx
0

—T
_ 2/”1+cos(2nx) d
0 2

-

/ cos’(nx) de = =

—T

Si k # 0 alors x — sin(kz) cos(nz) est impaire et donc / sin(kx) cos(nz) dr = 0.

—T

Sik=0alors Vo € R sin(kz) = 0.

Finalement V(k,n) € N? / sin(kx) cos(nz) dz =0

—T

10. On note f la somme d’une série trigonométrique Z(an cos(nx) + by, sin(nz)) qui converge nor-
+oo
malement sur R : pour tout réel z, f(z) = Z(ak cos(kz) + by sin(kx)).
k=0

On admet que pour k # n, / cos(kx) cos(nx) dz = 0.

—T
En reprenant les notations de la question précédente, on a :
+o0

VneN* VexeR f(x)cos(nx) = Z (fx(x) cos(nx))
k=0

or 0 < |fx(x) cos(nx)| < |fi(x)| < || fr]loo, donc la série de fonctions Z(fk(:c) cos(nx) converge

k
normalement sur R pour tout n € N*.

On a déja vu en question 8 que la fonction f est continue sur R et 27-périodique.
Et par convergence normale sur R donc uniforme de Z fr(z) cos(nx), on obtient par théoreme

k
d’intégration terme & terme sur le segment [—m, 7] :
1 [T RS
Vne N an(f) = = f(z)cos(nz) de = / ka(x) cos(nz) dx
T /=m0

1 +oo
= - Z/ (ay cos(kx) + by sin(kx)) cos(nz) dx
T
k=0T
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“+00 T s
Vn e N* oy (f -1 g (ak/ cos(kx) cos(nzx) dr + bk/ sin(kx) cos(nx) da:)
T

=0 —T

Vn e N*  an(f) = n /_7r cos?(nx) dax+ i:.o ( /ﬂ cos(kx) cos(nx) dx + by, /7r sin(kx) cos(nx) dm)

7T -7

k=0,k#n -

et par les résultats de la question 9 : | Vn € N*  a,(f) = ay,

De méme

wolf) = - [ @)

+oo
- Z/ ay, cos(kx) + by sin(kx)) dx

ao(f) = if( /7r cos(ka) dz + by /7r sin(kz) dm>

—T

O

et par parité des fonctions cosinus et sinus

1 4
= — 22%/ cos(kx) dx
™ 0

ao(f) 240 1d +— Z2ak/ cos(kz) dz

™ Jo

Or pour k # 0 / cos(kx) dox = [sm(kkx)} = 0 donc finalement | ao(f) = 2ag
0 0

On admettra, pour la suite du probleme, que pour tout entier naturel n non nul 5,(f) = b, et
Bo(f) =0 (la démonstration n’est pas demandée).

ao(f)

11. Soit f € Cqr. Pour tout réel x, on pose ug(z) = 5 Pour tout entier n > 1, on pose
n(2) = @n(f) cos(nz) + Bu(f) sin(na).

On suppose ici que la série trigonométrique E Uy, converge normalement sur R et 1’on note g
sa somme :

Vo € R, g(x) —|— Z ag(f) cos(kz) + Bi(f) sin(kx))

Les résultats de la question précédente appliqués a la fonction g donnent directement :

Vn e N an(g) = an(f) et ap(g) =2 x aoz(f) = ao(f)

et avec ce qui a été admis 5,(g) = Bn(f)-
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12.

13.

14.

I1 est admis que si une fonction h € Cy, vérifie : pour tout entier naturel n, a,(h) = B,(h) = 0,
alors h est la fonction nulle.

Pour tout réel z, on pose h(z) = g(x) — f(z). Par différence de deux fonctions continues et
2m-périodiques, h € Cor.
Par linéarité de l'intégrale sur [—m, 7], on obtient :

Vn € N an(h) = /Tr (f(.%')—g(.%’)) COS(”‘T) dr = an(9>_an(f) =0 et Bn(h) = Bn(g)_ﬁn(f) =0

—T

On en déduit que h est la fonction nulle et donc | Vx € R g(z) = f(x).

En résumé, lorsque la série trigonométrique Z(an( f)cos(nz) + B (f)sin(nz)) d'une fonction
f € Ca,; converge normalement que R alors pour tout réel z, on a

+o00
1) = 257+ 3 fan(f) o)+ () sinin)
Si f € Cyr est une fonction paire, alors £,(f) = % ! f(z)sin(nz) dz = 0 puisque la fonction

x +— f(x)sin(nz) est impaire.
2 ™

Et la fonction x — f(z) cos(nz) étant paire on a : ay,(f) = / f(z) cos(nzx) du.
T Jo

Exemple. Soit f € Cy, définie ainsi : pour tout x € [—7, 7], f(x) = 2% et f est 2n-périodique
sur R.

On trace la courbe de f sur [0, 7], par parité on obtient la courbe sur [—7, 71| par symétrie par
rapport a ’axe des ordonnées puis par les translations de vecteur —27i et de vecteur 2mi, on
obtient la courbe sur [—3m, 37| puisque f est 2m-périodique :

-3im -2n
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Par définition et par parité de la fonction f :

2 [T 2
ao(f):/ 2tdr= r*etVneN B,(f)=0
™ Jo 3
NPT . sin(nx) 9 cos(nx)
Par double intégration par parties avec uj(z) = yo1(x) = 2%, ug(x) = pa— va(x) =z,
ces fonctions étant de classe C! sur [0, 7] :
2 [T, 2 [T ,
VneN* ap(z) = — [ z°cos(nz)de=— [ wvi(x)uj(x)dz
T Jo T Jo
_ 2 {xQ sm(na:)] B 2/ 2xsm(nm) i
™ n 0 m™Jo n
4 [T,
= — [ wuy(x)va(z) do
nm Jo
4 T T
_ 4 [xcos(nx)] 4 cos(nz) i
nm n |, nmjg n
A=Y 4 [sin(ne)
N n2m ™n? n 0
* 4 _1)n
Vn e N* ap(z) = >
_ ao(2) " _ -
On pose ug(z) = 5 et Vn € N* wup(x) = an(f)cos(nz) + Bn(f)sin(nz). On a vu que
4(—-1)"
Bn(f) =0et a,(f) = (n2) , donc les séries Y ay,(f) et > Bn(f) converge absolument et par

le résultat de la question 7, la série trigonométrique ) u, converge normalement sur R,alors
avec le résultat des questions 11 et 12, on sait que :

= 2 X4(=1)m
VeeR f(z)= Zun(az) =3 + Z " cos(nx)
n=0 n=1
15. Dans ’égalité précédente en prenant z = 0 et x = 7 on obtient :
2 1 n 2 1
s 4(-1) 9 4
0= ?;'+’§£: n2 et w 23?;”+ EE
n=1 n=1

donc
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1ére méthode : On peut alors écrire :

2 +oo
s 1
T lw
n=1
. 2N
= lim —
N¥+Hnn:1n
en scindant la somme suivant les indices pairs et impairs on obtient
N N—-1
1 1
pu— 1.
N> oo (; @R T 2 @kt 1)2>
2 N N-1
T 1 1 1
— = lim ( Z — + )
2 2
6 N—+oo \ 4 Pt k Pt (2k+1)
72 _ 2 io 1
6 4x6 Pt (2k + 1)
400 2
1 T
ce qui donne ——=——1
2:31 (2n+1)2 8

2nde méthodel:
La série Z — est convergente et a termes positifs, donc elle converge absolument, alors par
n

sommation par paquets on peut écrire :

2 +

8

™

1
6 n2

n—=

—_

“+oo

I
(]

1 X1
@rE " z% 2k +1)?

k=1 k=

1321 = 1
= -y 11 -
4;n2+ +nz::1(2n+1)2

2 = 1
Lo - -
6 24 " +n§1(2n+1)2

+oo 1 2
Et d |
one 3 2n+1)2 8
n=1

16. La somme d’une série trigonométrique qui converge normalement sur R n’est pas nécessairement
une fonction dérivable sur R comme le montre ’exemple de la question 14.
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17.

10

La fonction continue et 2m-périodique définie par Vo € [—m, 7] f(z) = 22 n’est pas dérivable
en m (voir sa courbe avec des demi-tangentes non identiques) :

esizc[-m 7, f(xr)=2?donc lim Jw

=2,

esizelmsn] fz)=f(z—2m)=(z—2m)? donc lim LD/

z—nt r—T

= =27 # 27.
Mais f est somme d’une série trigonométrique qui converge normalement sur R.
Supposons que les séries Y nay, et > nb, convergent absolument.

Puisque Vn € N* 0 < |a,| < nlay| et 0 < |by| < n|by|, les séries > a, et > b, convergent
absolument.

Pour n € Net z € R, on pose fy,(z) = a, cos(nz)+ b, sin(nz), alors par le résultat de la question
6, la série de fonctions ) f,, converge normalement sur R, donc aussi simplement sur R.

Vn € N f, est de classe C! sur R avec f/(z) = —nay, sin(nz) + nby, cos(nz).

Alors par le résultat de la question 6 on obtient aussi la convergence normale sur R de la série
de fonctions Y f/,, donc sa convergence uniforme sur R.

Par théoreme de dérivation terme a terme, on sait que la fonction f, somme de la série de
fonctions > f,,, est de classe C! sur R avec

—+00

VieR f(x Z fh(x) = Z —nay, sin(nx) + nby, cos(nx))

n=0

Les séries ) na, et > nb, convergent absolument est une condition suffisante pour que la
somme de la série trigonométrique Z(an cos(nz) + by, sin(nx) soit définie et dérivable sur R.

1
= n < 1 et donc
3n

(n41) x 3"

n Sn41
Pour n € N*, on pose s, = —, alors [$n+1] =
M M
3n+1 X n

3" |51 ]

lim |5n+1|

1
— < 1. Par le critere de d’Alembert, la série > s,, converge absolument.
n——+00 ‘3n|

Par le résultat de la question précédente, on sait alors que la fonction f : x — Z sm?E nz) est
n=0
—+o0 n
définie et dérivable sur R avec f'(x) = Z 3 cos(nzx).
n=0
34
Or en question 1 on a vu que f(z) = 10— 6 cos(a)’ s;nc(o )( ] donc
10 — 6 cos(x)) — sin(x) x 6sin(x) 10cos(xz) — 6
oy g oS L,
Fa) % (10 — 6 cos(x))? x (10 — 6 cos(x))?
= 3 5cos(x) — 3

Finalement nz:() o cos(nx) = 7% (5 — 3cos(x))?




