PSI TD n°05: Intégration sur un intervalle quelconque 1

Exercice 1

T
Montrer que la fonction f : z +— sin <§ Laﬂ) est continue par morceaux sur R puis calculer

/0 )

Exercice 2

S [ ! duet j— [ u d
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Montrer que I et J convergent, qu’elles sont égales et les calculer.

Exercice 3

+00 t
On pose 1 :/ wdx
0 (14 22)?

1. Montrer que I converge.
1

2. Rappeler la valeur de arctan(z) + arctan (—) pour z > 0.
x

3. En déduire la valeur de I.

Exercice 4

1. Soit (a,b) € R* et f une fonction de classe C! de [a,b] dans R. Pour n € N*, on pose
I, —/ f(x)sin(nx)dz. Montrer que lim I, = 0.

TL*} oo
2. Soit 1 —/ wdt.
0 t

(a) Montrer que I est bien convergente.

(b) Pour n € N* on pose K, / sin nx)dx Montrer que lim K, = I.
n—400
(¢) Pour n € N* on pose J, = /2 Sl_n(—nx)dm. Montrer que lim (J, — K,) =0.
o sin(z) n—-+00

(d) Montrer que pour tout p € N*  Jy,11 = Jo,—1. En déduire la valeur de 1.

Exercice 5
+00 1
Pour n € N*, on note [, = / ———dx
o (142"
1. Montrer que pour tout n de N* l'intégrale [,, converge.
2n —1
2n

2. Montrer que Vn € N* [,,1 = 1,.

3. En déduire I,, en fonction de n.
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Exercice 6

+00 o
Soit f : x> / Slz;(t)dt.

1. Montrer que on définit ainsi une fonction de classe C*' sur R et préciser f'(z).

1
2. Montrer que f(z) = O <—2) quand z tend vers +oo.
T

3. Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers 0.
sin(u)

+00 +oo
4. En déduire que f est intégrable sur R, puis montrer que / f(x)dz = /
0 0 U

Exercice 7

+00
Soit f une fonction continue de [1,4o00[ dans R telle que f(t)dt soit convergente.
1
@) s .
Montrer que t—adt converge pour tout réel strictement positif a.

1

Exercice 8

tee (241
Pour x € R" on pose f(z) = / In ( 2) dt.
s+t

1. Justifier Iexistence et la continuité de f sur R™.

2. Montrer que f est dérivable sur R et préciser la valeur de f'(x).
3. f est-elle déruvable en 07

Exercice 9

+o0 1
1. Justifier la convergence de I = / {—J dx.
0 Ve

“+o0o
1
2. Calculer la valeur de I en admettant que E — = —.
n
n=1

Exercice 10

. +OO .

sin x L sin x
dx puis étudier celle de

——dx.
N o Vx—sinz v

+00
Montrer la conergence de /
0

Exercice 11

Soit f continue de Rt dans R et F(z) = / fA(t)de.
0
On suppose qu’il existe L € R tel que liT f(z)F(z) = L.
T—r+00
1. Montrer que f(x) a une limite finie quand z tend vers +oo et préciser cette limite.

2. Soit g une fonction continue de R dans R.

1 x
Montrer que si lim g(x) = ¢ alors lim —/ g(t)dt = ¢.
T——00 T—+o00 I 0

3. Trouver un équivalent de F'(z) puis de f(z) quand x tend vers +oo.

du.



