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Exercice n°1 : E3A PSI 2020
Pour tout entier naturel n, on définit sur l'intervalle J = [1, +o0l, la fonction f,, par :

(="

W)= I
1
1. Soit z € J. fu(z) = (—1)"a,(z) avec a,(r) = ——=——== > 0, de plus pour x € J, z > 0 donc

v1+nx

ntl>n>1= (n+D)a+l >nz+l1 >0 = /1+ 1+ 1Dz > VI +nr >0 = a,.1(2) < a,(x)

La suite (a,(z))nen+ est décroissante, de plus lim a,(x) = 0, donc par le théoreme spécial
n——+0o00

des séries alternées, on sait que la série Y f,(z) converge.

La série de fonctions ) f,, converge donc simplement sur J.

On note alors pour tout x de J, p(z) sa somme.

2. Soit n € N, Vo € J |fu.(x)] = a,(z) or la fonction a, : = — A est décroissante
na
positive sur J alors f,, est bornée sur J avec

1
WL = Sup|fa(2)] = an(1) =
[flloe = Suplfa(z)] = an(1) eS|
On sait ! L et la série de Ri > ! isque = < 1
n sal ue ~ —, €t la serie de nlemannmn — 1€ converge pas puisque — x 1,
RV S R n? B bas PHRANE 5

alors par comparaison la série a termes positifs g | £llZ, ne converge pas.

La série de fonctions ) f, ne converge donc pas normalement sur J.

Autre méthode : vu dans certaines copies méme si ce fut mal utilisé

Si f, n’est pas bornée sur J alors E fn ne converge pas normalement sur .J.

Si f, est bornée sur J alors en notant || f,,||2 = Sup|fn(z)|,ona: Ve e J |f.(x)] <|fallL,
xzeJ
1

1
< || £l or la série
i1 < el 2

ne converge pas (explication donnée précédemment). Par comparaison E | |l ne converge
pas.

et en particulier |f,(1)| < || f]lZ. Ce qui donne 0 <

Dans tous les cas E fn ne converge pas normalement sur J.

3. Pour z € J, la série > f,(z) converge et par le théoreme spécial des séries alternées vérifié

n +oo
précédemment, on sait qu’en posant R, (z) = ¢(x) — Z fr(z) = Z fr(z), on a:
k=0 k=n+1

Vn € N |R,(z)] < |fos1(2)]
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ce qui donne, par décroissance de a,41 : x — | frr1(x)] sur J :

VeeJ VneN |R,(z)] < |far1(1)]

1
La fonction R, est donc bornée sur J avec 0 < || R,||Z <

SVt

Par théoréme d’encadrement on obtient alors lim |[|R,||Z = 0, ce qui signifie que
n—+o00

la série de fonctions ) f,, converge iuniformément sur J.

4. Vn € N* lim f,(x) = 0et fo : x — 1, de plus la série de fonctions Z fn converge
T—+00

uniformément sur [1, +ool, alors par théoréme de la double limite on sait que

- xETwan szrfoofn -

(=1)"
vn
5.1. La suite | — est décroissante et converge vers 0 alors par le théoreme spécial
\/ﬁ neN*
des séries alternées la série 5 u, converge.
“+oo

On note a = E U, Sa somme.

n=1

5. Pour n € N*, on note u,, =

1

5.2. Montrons que p(z) — ¢ — % =0 (W) pour  — +00 :

o a &y
o=t = (Zm) I

X 1 1
- SV (Jmm v

n=1

- S ()

<, ~1
=20 (mM(m+M))

a (—1)n*t

90(1‘)—5—% = Zm\/@(m+M)

VreJ VYneN* 1+nx>nx >0 alors

V1T nzy/nz (m VIt nx) > nzy/nz(2y/nz) > 0
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et donc pour z € [1,400] et n € N*
1 1

1

- \/mm(\m+m) S

3

3 > 1 alors la série de Riemann Z
( 1)n+1

converge et

& Z vV 1+ nxy/nx (\/nﬁ—l— \/1+n$)

triangulaire on peut écrire

Converge et par comparalson E

‘s@(ffr) — ¢

Nz <;\/1+m:\/%(\/ﬁ+\/l+nx)

+oo

1
En notant M = Z

onaM>0et
\/_

Yz e J ‘gp(:ﬁ)—ﬁ—%

. a 1
On a bien : p(z) — £ — 75 e i @) (W)

Exercice n°2 : E3A PSI 2020

Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue sur R.

TN f(t
Pour tout A réel, on pose I(\) = / Tf()dt, lorsque cela existe.

2y @) 2y

1
2(ny/n) (/)

converge absolument, alors par inégalité

+o0

1
Z(\f)(ﬂff\/_)

t
6. |Dans cette question, et uniquement cette question, f est la fonction ¢ — cos (1—t2>

6.1 t _1 ! t i 0, al
L e = X e A = 0 elors
o1 1 (]
I+t 2 2\2
u?
Or cos(u) =1 — 5} + o(u®) pour u au voisinage de 0 alors
£t t
= cos
1+12
1 N 1
= cos|{—+o| =
t 12
1 1
0 S ‘272“’(;2)
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1 1
et donc)\—f(t)t_froo)\—l—kﬁ—l—o(t—z).
Si)\#lalors)\—f(t)t: A—1.
—+0c0
On en déduit que 1
Si)\zlalors)\—f(t)t: 5
—400

A—f(t)
t

6.2. La fonction g : t — est continue sur [a, +oo[ puisque a > 0 et d’apres ce qui

précede :

o Si A # 1 alors g(t) ~

et l'intégrale I(\) n’existe pas puisque g est de signe
t——+o00

+00
constant au voisinage de +o00 avec l'intégrale de Riemann / —dt qui ne converge pas.
a

1 1
e Si A\ =1 alors g(t) Mietiiv e 0 et puisque t — 2 est intégrable sur [a, +oo[ d’apres
—+00

les intégrales de Riemann (2 > 1), la fonction g est intégrable sur [a, +oo[ et donc I(\)
existe.

I()) existe si et seulement si A\ = 1.

6.3. On peut écrire pour z > a :

/:@dt - /:%m/:%dt

= - [ =

t

"1 f(1)
t

= In(z) — In(a) — / dt

11— f(t
Puisque lim In(z) = +oo et lim 1=/t

r—+00 T—r+00 a t

dt=1I(1) e R,ona:

/ @dt = In(z)4o(In(x)) lorsque z tend vers l'infini et donc / %t)dt ~ In(x).
a a T—r—+00

7. On suppose qu'il existe A et p deux réels pour lesquels I(\) et I(u) existent, alors par linéarité,

.y TN —p
I'intégrale I(\) — I(pn) = Tdt converge.

“+oo +o0 — Iu
Puisque / ;dt ne converge pas, / Tdt converge si et seulement si A — p = 0.
a a

Si I(A) et I(p) convergent alors A = p.
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8. Pour tout x réel, on pose Hy(z) = / (A — f(t))dt.

8.1. La fonction gy : t — A — f(t) est continue sur R, alors H, est une primitive de gy, c’est
celle qui s’annule en a.

On en déduit que H) est de classe C! sur Ret Vo € R, Hj(z) =\ — f(x).

8.2. On suppose que H) est bornée sur R.

On peut écrire I(\) = /+00% x H; (t)dt.

Les fonctions u : t — % et Hy sont de classe C! sur [a, +00], et puisque H) est bornée
sur R et que t£+moou(t) = 0, on sait que tlgnoo Hy(t)u(t) = 0.

Par intégration pr parties on sait alors que lintégrale I(\) est de méme nature que
'intégrale /+OO o' () Hy(t)dt.

M

—1
Ord/(t) = = et Hy est bornée, donc il existe M > 0 Vit € [a,+oo[ |u/(t)H\(t)| < FE

La fonction t — e est intégrable sur [a, +oo[ puisque 2 > 1, alors par comparaison la

“+o0o
fonction ¢ — u/(t) Hy(t) est intégrable sur [a, +oo[ et donc U'intégrale / o' (t) Hy(t)dt

converge.

Et on a alors :

1) = Wm0 - [ domo

= tginoou(t)HA(t) —u(a)Hy(a) + N H;Q(t) dt
I = m H;,(t) dt

a

9. Désormais on suppose que f est continue sur R et T-périodique (7' > 0).

x+T
9.1. Soit p: x> / f(t)dt.

f est continuezsur R, en notant F' une de ses primitives sur R, on a
VeeR ¢(x)=F(x+T)— F(x)
donc ¢ est de classe C! sur R avec, puisque f est T-périodique :

VieR ¢(x)=F(x+T)—F(x)=f(x+T)— f(z) =0

On en déduit que ¢ est constante avec Vo € R () = ¢(0).
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Soit  un réel :
) - = [0 - (o o
= [ - so
_ / "t ()
= AT'—¢(0)

Hy(x +T)— Hy(z) = )\T—/O f(t)dt

Pour A € R et a € R, en posant Vn € N w,, = Hy(a + nT), le résultat de la question
précédente avec x = a + n1" donne :

T
U1 — Uy = AT — / f(t)dt
0

T
La suite (u,)nen est donc arithmétique de raison r = \T" — / f(t)dt, on sait alors que
0

Vn € N wu, = uy+ nr, et donc (u,)en+ est bornée si et seulement si r = 0.

1 /7
La suite (Hy(a +nT)),n est bornée, si, et seulement si, A = A\ = T/ f(t)dt.
0

1 (T
On suppose que A = A\g = ?/ f(t)dt, ainsi d’apres 9.1., on a :
0

Ve e R Hy(z+T)— Hy(z) = \T — /T F)dt = 0.
0

La fonction H) est périodique.

Puisque H) est continue sur le segment [0, 7], H, est bornée sur ce segment :
IM >0 VYre[0,T] |Hy(z)| <M

OrvVy e R, IpeZ 3z e[0T y=z+pT (

p = L%J), on en déduit que
Hy(y) = Hx(x + pT) = Hx(z) et donc Yy € R |H)(y)| < M.

H), est donc périodique et bornée.

D’apres la question 7, il existe au plus une valeur du réel A pour laquelle I(A) converge.

1 /7
SiA= X = T / f(t)dt alors la fonction Hy est bornée et par le résultat de la question
0

8, I(\) converge.
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1 (T
On en déduit que /() converge si et seulement si A = Ay = T / f(t)dt.
0

9.5. On suppose que A\g # 0. On sait alors que I()\g) converge.
Comme en question 6.3, on peut écrire :

/j@dt = /j—f(t)t_AodHAo/;%dt

" ho— f(t)
t

= Xoln(z) — N\oln(a) +/ dt

a

Or lim In(xz) = 400 et I(Ag) converge, donc / @dt = Xoln(z) + o(In(z)).

T—+400 T—r+00

T——+00

Tt
On en déduit que/ @dt ~  Xoln(z)

71'/2 : t 7T/2 : t
10. Pour tout entier naturel n non nul, on pose A,, = / Mdt et B, = / Mdt
0 sin(t) 0 t

| sin(nt)]

T
10.1. Pour n € N*, la fonction ¢ +— est continue sur ]O, 5} en tant que quotient

sin(t)
de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, de plus sin(u) ~o W
u—
i t i t
donc M ~ n, la fonction t — M étant prolongeable par continuité en 0
sin(t)  u—0 sin(t)

I'intégrale A, existe.

On admettra qu’il en est de méme pour B,,.

1 1 sin(t) —t . t3 (1) 1 1 —t3/6
i

10.2. — — = t t
02 I~ 5@~ tem(p )

10.3. Pour n € N* par linéarité de 'intégrale

LN 1 1
A, — B, = _/0 | sin(nt)| (% — sin(t)) dt

T
est continue sur ] 0, 5] et prolongeable par continuité

1
Puisque la fonction ¢ — — —

t sin(t)
o . L 211
en 0 (équivalent précédent), 'intégrale P 0 dt converge, alors par compa-
0 sin
raison et inégalité triangulaire :
3 1 1 21 1
|An—Bn|</ |sin(nt)| |- — = dté/ - — = dt
0 t  sin(t) o |t sin(t)
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La suite (A, — By)nen+ est donc bornée.

10.4. On effectue dans B,, le changement de variable u = nt.

u
i. Par le changement de variable affine u =nt <=t = —, on a :
n

ii.

B, — /”g | sin(u)| ldu _ /n;’ |sin(u)|du
0 u/n n 0 u

La fonction f: wu > |sin(u)| est m-périodique, alors en posant
1 (7 2

A= — / | sin(u)|du = — # 0 on peut appliquer les résultats de la question 9, ce
T Jo T

qui donne :
nm

By~ Aoln <7> ~ Zn(n)

T
A, =B, + (A, — B,).
2
Puisque (A, — B,,) est bornée et que lim B, = lim —In(n) = +o00, on peut

n—-+oo n—-+oo 77
écrire : A, = B, + o(B,,) et donc

2
Ay~ By~ 21
7Tn(n)

Exercice 03 : E3A MP 2020

Pour tout réel x et tout entier naturel n non nul, on pose :

ot Vt € R, ch(t) =

P.(x) = f[ch (%) ,

el +et
2

11. On sait que ¥t € R ch(t) > 1 > 0.

Fixons x dans R.

Vn € N*  Poi(z) — Py(x) = Po(z) x (Ch < I > - 1) >0

Pour tout x réel, la suite (P,(x)),en+ est croissante.

12. @ On remarque que Yn € N* P,(0) = 1, donc la suite (P,(x)),en+ est convergente pour

z=0.

e Fixons x dans R*. .
On sait que Vn € N*  P,(z) > 1 > 0, donc In (P,(z)) existe et Yk € N* ch (—) > 0, donc

k

In (Py(z)) = iln <ch (%))
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2

On sait que €* =1+ u+ % +o(u?) et In(1 +u) = u + o(u) pour u au voisinage de 0, alors :

Pour £ au voisinage de l'infini :

T em/k +€—m/k 2 1
(%) :T:1+2_k:2+0(ﬁ)

vt (§)) = (14 50 (35)) = +o ()

2

VzeR' In (ch (f)> °

k k;jroo @

. . 1 : . "
or la série de Riemann E — est convergente, alors par comparaison la série a termes positifs

Z In (Ch <%>) est convergente.

On en déduit que la suite de ses sommes partielles (In (P,(x))),cn+ €St convergente.

Il existe donc un réel a(x) tel que lim In(P,(x)) = «a(z), et par continuité de la fonction

n—-+0o

exponentielle, lim P,(z) = e**). La suite (P,(x)), x- est donc convergente.
n—-+00

Finalement l’ensemble J des réels & pour lesquels la suite (P, (x))nen+ est convergente est

J=R.

13. Soit x € J. On note p(z) la limite de la suite (P, (2))nen-

(a)

Par définition Vo € R ¢(z) = lim P,(z).

n—-4o00

La fonction ch est paire donc par produit les fonctions P, sont aussi paires pour tout
n € N*.

On a donc Yz € R P,(—z) = P,(x) et par passage a la limite lorsque n tend vers
I'inifni, on obtient p(—x) = ¢(x).

Par croissance de la fonction ch sur R, par produit d’inégalités positives et par passage
a la limite sur une inégalité on a :

0<z<y=VkeN" 0<ch (%) < ch (%) — Vn € N*P,(z) < P.(y) = »(z) < ¢(y)

La fonction ¢ est donc croissante sur R*. Et puisque ¢ est paire, on sait que ¢ est
décroissante sur | — oo, 0].

La fonction ¢, définie sur R, est paire, décroissante sur R~ et croissante sur R™.

On a vu en question 11 que pour tout réel z, la suite (P,(x)),en+ est croissante or
elle est aussi strictement positive, donc ¢(x) = lim P,(z) > 0. On peut alors écrire
n——+o0o
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p(z) = exp(In(p(z)).
+00 X
Montrons que la fonction x — In(p(z)) = Z In (ch <5)> est continue sur R :
n=1
Pour n € N*, on pose f, : x — In (Ch (%))

e Vn € N*,  f, est continue sur R par composée.

e Soit n € N*. Soit a > 0, f,, est paire et continue donc f, est bornée sur [—a,al et
—a,a 0,a
Ifall=" = Sup [fu(@)] = [ fall5".

z€[—a,a]

La fonction ch est croissante sur [0,a] et la fonction In est croissante et positive sur
[1,+00], alors par composée la fonction f, est croissante et positive sur [0, a.

On en déduit que |f,[|5%“" = ||/ |2 = fu(a). Or la série an(a) converge (vu en

question 12), donc la série de fonctions Z fn converge normalement sur [—a, a|, et donc

aussi uniformément sur tout segment [—a, a] avec a > 0.

“+oo
Par théoreme de continuité, la fonction Inoy : z +— Z fn(z) est continue sur R.

n=1

Par composée avec la fonction exponentielle qui est continue sur R,

on obtient la continuité sur R de la fonction ¢.

1
14. (a) La fonction g : t — h(l) est continue sur R puisque la fonction ch l'est et ne s’annule
¢
pas sur R.
La fonction ¢ est paire, donc par le changement de variable affine t = —z = ¢(x), les

+o00 0
intégrales / g(t)dt et / ¢'(z) X g o p(x)dr sont de méme nature et opposées en
0 —00

cas de convergence.

2

Vie Rt g(t)= ———ete?>0donce +e?>el >0et
et + et
0<g(t) <2
+oco
On sait que 'intégrale / e 'dt converge puisque e~! = e~ avec a = 1 > 0, par com-
0

0 0

+oo
paraison / g(t)dt converge et donc / ' (x)g o p(x)dr = / —g(x)dz converge
0

aussl. - -
“+o00 “+00 0 +oo +o0
Finalement/ g(t)dt converge et / g(t)dt = / g(t)dt—i—/ g(t)at = 2/ g(t)dt.
— 50 —00 —00 0 0
On pouvait aussi utiliser e'+e™" ~ e donc g(t) ~ 2e™" avec t — e qui est intégrable

t—+o00
sur [0, 400 alors g est aussi intégrable sur [0,+oo[ et par parité g est intégrable sur
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| — 00, 0].

1ére méthode de calcul :

t

/+OO LY 2/+OO LY 2/+00 LY 2/+OO —° __dt =2 [arctan(e!)] ™
— — = = 2 |arctan(e
~ ch(t) o ch(t) o et+et o 14 (et)? 0

Inde méthode de calcul :

- - a0 - - —Sh/(t) = 2 |arctan(s oo
[ awi=2), dﬂ@“—2l o = 2laretan(h(o);

“+00 1
[wcmw“:”

(b) On a vu en question 13.2 que la fonction ¢ est continue sur R.

Pour x € R, on sait que la suite (P,(z))nen+ est croissante donc :
Vn € N* P,(z) > Pi(z), et par passage a la limite quand n tend vers 'infini, on a :
Ve e R ¢(z) = ch(z) > 0, et donc

VrER 0< <1
p(x) = ch(z)

+00 +0oo
L’intégrale / ——dt converge alors par comparaison, | I'intégrale / ——dt converge aussi
—oo Ch(?) o #(1)




