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Pour les exercices 1 et 2, voir le corrigé du sujet 1

Probleme : A partir de Centrale PC 2003

Rappels et notations
e Soient f et g deux fonctions de variable réelle et a valeurs réelles ne s’annulant pas au voisinage
de +oo. f est dite négligeable devant g en +o00 si et seulement si le quotient i tend vers 0 en

+00, ce qui se traduit par : Ve > 0 JA >0, Ve > A, |f(z)] < 5|g(m)|.gOn notera alors
f=o0(g) en +o0.

f et g sont dites équivalentes en +o0o si et seulement si f — g = o(g) (ou g — f = o(f)) en +oo.
On notera alors f ~ g en 4o0.

e Pour une série Y u, de nombres réeles, on note (S,),en la suite de ses sommes partielles :
n
VneN, S, = E Uk -
k=0

Si de plus ) u, est convergente, on note (R, ),en la suite de ses restes :

e In désigne le logarithme népérien.

Préliminaires

Soient a € R, f et g deux applications continues par morceaux sur [a, +oo[ a valeurs strictement
positives.

11. On suppose que g est intégrable sur [a, 400

11.1 On suppose qu’en 400, la relation f = o(g) est vérifiée alors

Ve>0 JA>a V> A, |f(x)] <elg(o)]
or f et g sont positives donc

Ve>0 JA>a Vi>A 0< f(t) <eglt)
Par comparaison f est alors intégrable sur [a, +0o[ donc sur tout intervalle [z, +o0] et
par propriétés de I'intégrale (positivité, croissance, linéarité), on a :

—+00

+oo
Ve>0 JA>0 Ve>A 0< f(t)dtgs/ g(t)dt

T

+oo +oo
Ce qui donne f = o(g) et g intégrable sur [a, +oo[= f=o0 (/ g).

x +oo
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11.2 On suppose qu’en 400, la relation f ~ ¢ est vérifiée, puisque g est intégrable en +oo,
on sait que f est aussi intégrable en +o0, donc sur [z, +00[ pour tout = > a.

f et g étant intégrables sur [z, +oo[, f — g est aussi intégrable sur [z, +oo[, alors par
linéarité et inégalité triangulaire :

Ve > a

400 400 +o00
rae— [ g(t)dt‘< [ 1w - gwlar

Puisque f ~ ¢ au voisinage de 400, on sait que f — g = o(g) et puisque g est positive
on a :
Ve>0 JA>0 Vi A |f(t)—g(t)| <egt)

Alors par intégration
+o0 +oo
Ve>0 JA>0 V> A / \f(t)—g(t)|dt<€/ g(t)dt

et finalement

—+00

“+o00 400
Ve>0 JA>0 Vo> A F(#)dt — / g(t)dt’ < 5/ g(t)dt

T

+oo +oo
On a bien obtenu f ~Y et g intégrable en +o0o entraine / f~ / qg.

12. On suppose que g n’est pas intégrable sur [a, +o0].

12.1 f = o(g) au voisinage de +o00 et f et g sont positives.

Soit € > 0, il existe A > a tel que Vt € [A, 400 0 < f(t) < %g(t), alors

par relation de Chasles et croissance de l'intégrale pour z > A :

/j fr)dt = /aA ft)dt+ /A f(t)dt < /aA Fydeeg /;g (e} < /aA ot /Axg(t)dt

or g est positive donc / g(t)dt < / g(t)dt et
A a

Vo> A, 0< /xf(t)dt < /A f(t)dt+%/xg(t)dt

x
g est strictement positive donc / g(t)dt > 0, et on obtient :
a

[ o [

e [ fa

vr>A 0< e <l 47
t g

/:g(t)d 2

/a War 2
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Puisque la fonction g est continue par morceaux et strictement positive sur [a, +oof, la

+oo +o0
fonction z +— / t)dt est strictement croissante, et puisque / lg(t)|dt = / g(t)dt

x

ne converge pas, lim g(t)dt =
r—+
A
f(t)dt
On a donc lim =2 ——— =0, et il existe B > 0 tel que

Vx> max(A,B) 0<

/ 0
/a (t)dt

|1
Ve>0 dC >0 Ve>C, |"4—|<e¢

/a Condt|

l\Dlm
l\DI(‘E)

On a montré :

" F@at

Ce qui signifie que lim 47— =0 et donc

/ f=o (/ g) lorsque f = o(g) au voisinage de +oc.

1 1
—, foit— n et g : t — —=. D’apres les intégrales de Riemann,

2 NG

1
f1 est intégrable en +00 , fo et g ne sont pas intégrables en +oo (5 < 1< 2), pourtant

Si on prend f; : t +—

fi=o0(g) et fo = o(g) au voisinage de +oc.

On ne peut en général rien dire de I'intégrabilité de f sur [a, +ool.

En +oo0, la relation f ~ g équivaut a f — g = o(g), ou encore a |f — g| = o(g) et d’apres

le résultat de la question précédente / |f(t)—g(t)|dt =0 ( / g(t )dt> or par inégalité

[ - atona < [0 gtolar aone

/ (f(t)—g(t)dt = o ( / g(t)dt) ce qui donne par linéarité de I'intégrale sur un segment
/ F(t)dt = / g(B)dt + o0 < / g(t)dt)

et donc | si f ~ g alors / f~ / g au voisinage de +o0.

triangulaire de I'intégrale sur un segment
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T

Avec I'équivalent précédent, on a alors lim f(t)dt = lim g(t)dt = 400 et

T—r+00 a T—r+00 a

donc la fonction positive f n’est pas intégrable sur [a, +00].

Partie I

Soit @ un nombre réel strictement positif et f une application de classe C! sur [a, +oo[ & valeurs
zf'(z)
f(x)

re (2

—) au voisinage de 400, mais on ne peut
f() ,

x
pas appliquer directement le préliminaire car on ne sait pas si la fonction = est positive.

f'()
()

tend vers une limite finie o en +00.

strictement positives. On suppose que le quotient

13. lercas: a =0
!
Puisque lim /(@) =a=0,ona
Tr—+00 f(.fC)

En fait on a aussi

1 1
= o0 (—) et x — — n’est pas intégrable en +oo, alors par
T——+00 X Xz
e ) 21 () 1
le préliminaire en posant b = max(a, 1), on sait que D) dt = o ;dt , et par
b b

/ t x 1

strictement positive, In(f(z)) — In(f(b)) = o (Inx — Inb) ou encore, puisque

lim In(z) = +o00, In(f(z)) = o(lnz) . On a donc lim 2/ (&)

T—+00 T—+00 ln(x)

€T
inégalité triangulaire on récupere /
b

=0=aq.

2eme cas @« # 0

/ / !
zf () =1, donc f'(z) ~ 2 Au voisinage de +o0o (@)

f@) "% fz)

On a donc par hypothese 1i
i ne par ayp x—1>IJ£loo af(r)

a sont donc de méme signe.

o
Sia > 0, puisque x — — est strictement positive et non intégrable en +o0o, par le préliminaire

f'(#) o1
0 dt ~ a/b ;dt, donc

x
avec b suffisamment grand , on obtient /
b

1 —1 b
lim n(/f(z)) = n(/(b) =1, or toujours avec lim In(x) = 400, on obtient
z—+oo \ a(In(z) — In(b)) T—r400
lim In(f(z)) = In(f(b) = 1 puis finalement lim —ln(f(x)) =
T—400 aln(a:) T—+00 ln(x)
: f'(z) o . .
Sia < 0 alors _T) ~ —— avec —a > (0 et en reprenant le cas précédemment traité on a :
x x
i @) o encore Tim @) _
T—+00 ln(x) T—>+00 ln(:E)

In(f())
In(x)

Dans tous les cas tend vers o quand x tend vers 4+o0o

Le sujet est mal posé dans les préliminaires, il suffit en effet d’avoir comme hypothése que
g est strictement positive et pas du tout la fonction f parce qu’on peut utiliser l'inégalité
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triangulaire sur les intégrales dés qu’il y a des fonctions intégrables. Cela aurait évité d’avoir

a traiter différents cas suivant le signe de o...

14. On suppose dans cette question o < —1.

14.1 Par hypothese f est continue sur [a, +oo[ et strictement positive.

D’apres le résultat de la question précédente, on sait que lim

r—r-+00

In(f(z))

In(z

)

Ve>0 JA>1 Ve>A —elnz <In(f(x)) —aln(z) < eln(zx)

ce qui donne

Ve>0 JA>0 Vo> A 1n(x—€)<1n(f<x>

:L.a

) < In(z?)

= « donc

Et par passage a I'exponentielle qui est croissante sur R et multiplication par x® > 0 :

Ve>0 JA>0 Ve>A 0<zv°< flx) <z

Puisque av < —1, il existe € > 0 tel que @ < a+e < —1 et donc f(x)

la fonction z —
—Q—E

la fonction f est intégrable en +oo et donc

f est intégrable sur [a, +o00].

zf(x)

14.2 Soit g : & — PR La fonction g est de classe C'! sur [a, +oo[ avec ¢'(z) =
a

!/ /
Par hypothese lim f (@) = «, donc lim g(x)
S f () A Fla)

voisinage de +oo.

T—-+00

O (z**¢) avec

qui est intégrable en 400 puisque —(a+¢) > 1. Par comparaison

f(@) +2f ()

a—+1

= 1, donc f(z) ~ ¢'(z) pour = au

Puisque f est intégrable sur [a, +o0o[ et strictement positive, pour x assez grand ¢'(x)

+o0 +oo
est strictement positif et d’apres le préliminaire, f(t)dt ~ / g'(t)dt.
T T—r+00 T
Puisque a@ < —1, on a vu précédemment qu’il existe ¢ > 0 tel que a + ¢ < —1 et
flx) = O(z*™),doncg(z) = O(x*)aveca+e+1l <0donc lim g(z)=0et
T—+00 —+00 T—+00

e . oo —xf(x)

finalement g (t)dt = limg —g(z) = —g(z), donc| en +00 on a f~ 1
x o0 «

xT

15. On suppose dans cette question o > —1.
15.1 f est continue sur [a, +00].

En reprenant ce qui a été fait dans la question 14.1 :

Ve>0 dA>0 Ve>A 0<2°< f(x)

a > —1 donc il existe € > 0 tel que a« > a—¢ > —1 et 2%~
1

£

T—+00

O(f(z)). Puisque

rd T = avec —a+¢ < 1, la fonction z — 2%7° n’est pas intégrable en 400 et par

x*a‘i’E
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comparaison f non plus. | f n’est pas intégrable sur [a, +o0.

de classe C! sur

vf(x)
_l’_

15.2 Comme en question 14.2, on a ¢'(x) ~ f(x) avec g : ©
T—+00 (0%
la, +o0.
Puisque f est strictement positive, il existe b > 0 tel que Vo > b ¢'(z) > 0 et en
xX

utilisant le préliminaire/ ft)ydt ~ / g'(t)dt.
b T—=+oo [y

Comme liril / f(t)dt = 400 (f positive non intégrable en +00), on a :
T—+00 b

b x
/a fdt m%:Jrooo(/b f(t )dt) donc/ f(t)dt ~ / f(t)dt, de méme avec ¢’ et fina-

lement .
/
/ FOd % / g (0

/ fdt ~ g(x) - gla)

x—>+oo

ce qui donne

Puisque lim f(¢)dt = 400 = lim (g(z) — g(a)), on a lim g(x) = +oo et donc

T—+00 T—+00 T—+00

g(x) —g(la) ~ g(x). On a bien : / f~ ff_l(_xl) au voisinage de +oo.
" a

Tr——+00

15.3 Soit f : x + 2 + cos(z), f est de classe C?, strictement positive et bornée sur [0, o0,
alors par composée x — In(f(x)) est aussi bornée sur [0, +oo[ et donc
I/ (@))

L ln(x) =aavecx =0> —1.

On suppose : /x f(t)dt ~ od $f—i(—1) on aura alors —/ f(t) dt ~ f( ).
Or—/f t)dt = <) , don wf(;o?—i—cos(x).

sin(x
Puisque lim {2+ L = 2 on doit aussi avoir lim (2 + sin(z)) = 2, ce qui est
r—+00 e r——+00

absurde puisque la fonction sinus n’a pas de limite en +oc.

1
[z 2+ cos(z) est de classe C, strictement positive et vérifie lim m =«
T—r+00 ln(ib)
avec a = 0 > —1 mais / f(t)dt n’est pas équivalent a L—i(—xl)
0 a

16.

16.1 Soit e R, f:x+— est continue et strictement positive sur [2, +00].

x lnﬁ(:c)

e 5i 8 # 1 alors
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+00 sif<1
On en déduit que lim / f(t)de

T—-+00 2

In'~"(2)
51
e Si =1 alors / f(t)dt = [In[In(?)|]5 = In(In(x)) — In(In(2)) et donc

sif>1

hm/f t)dt = 400.

T—r—+00

1
Finalement z — ——— est intégrable sur [2, +oo[ si et seulement si § > 1.
xIn”(x)

16.2 Soit v € R et 5 € R avec v # 1 (pour v = 1 on revient dans le cas de la question
précédente).

La fonction f : x +—+— est de classe C, strictement psoitive sur [2, +o00[ avec

L
1 (In(z))?

B 2 P (z) + B2 In? T (2)

227 1In* (z)

donc x;(’;x)) = — <’y+ %) et 3731_1>+OO x}“(’(:;) = —~. D ’apres les questions 14.1 et

15.1, si v > 1 alors f est intégrable sur [2,+oo[ et si v < 1 alors f n’est pas intégrable
sur [2, 400

1 o . .
T = ——5— est intégrable sur [2, +o00[ si et seulement si y > 1 ou (y =1 avec § > 1).
7 In” (z)

17. On vient de voir en question 16.1 que :

1 1 1
e la fonction f : x — ——— n’est pas intégrable sur [2,+o00] et f'(x) = —% donc
xIn(x) 2 In"(z)
lim fraczf'(z)f(z) = -1,
T——+00
1 2
e la fonction f : z — 5 est intégrable sur [2,+oo[ et f'(x) = —% donc
xIn*(x x?1n°(z)
lim fraczf'(z)f(z) = —1.
r——+00
Dans le cas ot @ = —1 on ne peut rien dire sur I'intégrabilité de f sur [a, +oo].

Personne n’est vraiment allé plus loin, ce qui est plut6t normal vu la longueur du sujet.



