PSI Pour le lundi 2 novembre 2026

Partie I : Intégrale de Gauss

+oo
Le but de cette partie est de calculer I'intégrale dite de Gauss : / e dt.

0
—+00

Q1. Montrer que I'intégrale / e~ dt est absolument convergente.

0
On étudie les fonctions f et g définies par

T

! e—(tZ—i-l)m2 2
0 0

Q 2. Montrer que f est définie sur R et qu’elle est paire. Calculer f(0).
Q 3. Montrer que f est de classe C' sur R et donner 'expression de f'(x).
Q 4. Montrer que g est définie et de classe C! sur R.

Q 5. a I’aide d’un changement de variable affine, montrer que
Ve eR, f(z)=-2¢"(z)g(z).

Q 6. Vérifier que
Ve R, f(r)=7 —g()

4
+oo
Q. En déduire 1ir+n g(x), puis conclure que / et dt = g
T—+00

Partie II : Une transformée de Fourier

2

Dans cette partie on désigne par h la fonction définie sur R par h(t) = e z.

+0o0
Q 8. Montrer que h est intégrable sur R et calculer / h(t) dt.

—00

A +w .
Q 9.  En déduire que la fonction h : t — / h(t)e " dt est définie sur R.
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Premiére méthode de calcul de £ :
On définit sur R la suite de fonctions g, par :

2

gn(t) =t*"e” 2  pour tout n € N

Q 10. Montrer que, pour tout n appartenant a IN, la fonction g, appartient a L*(R,C).

+o00
On considére Uintégrale I, = / gn(t) dt, pour n € IN.
0

Q 11. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,,.
Q 12. En déduire une expression simple de e ")‘.
n)!
x2n
Q 13. Montrer que Vo € R la série de terme général (—1)”2 ; converge et déterminer sa
"n!
+00 xQn
n
somme Z(— ) Sl
n=0
2
Q 14. Vérifier que pour tout z réel, la fonction t — e~ cos (xt) est intégrable sur R.
Q 15. Justifier avec soin 1’égalité :

+oo t2
/ t>"e~ 2 dt pour tout z € R
0

() =23 (=1 é;)!

Q 16. Déduire de ce qui précéde une expression simple de ﬁ(m) a l’aide des fonctions
usuelles.

Seconde méthode de calcul de A :
Q17. Montrer que h est de classe G sur R et que iz’(x) peut s’obtenir par dérivation sous

le signe d’intégration.

Q 18. En déduire que h est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
que I'on notera (F).

Q 19. Déterminer toutes les solutions sur R de I'équation (E), expliciter alors h(z) et re-
trouver ainsi le résultat obtenu a la question Q 16.

Q 20. Déduire de la question Q 16 (ou Q19) qu’il existe un nombre réel A que on expli-

citera tel que : )
h = Ah
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