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Exercice 1
1. Soit A € M,,(C), déterminer AE,, et E,,A.

2. Déterminer l’ensemble des matrices de M,,(C) qui commutent avec toutes les matrices de
M, (C).

3. Déterminer ’ensemble des matrices de G L, (C) qui commutent avec toutes les matrices de
GL,(C).
On pourra considérer les matrices I, + E;;.

Exercice 2

z+1
Montrer que f, défini sur R, [X]| par Vx € R f(P)(x) = / P(t)dt, est un endomorphisme de

R, [X]. Donner sa trace.

Exercice 3

Soit A € M,(R) on cherche & déterminer Ay = {M € M, (R), M+ M" =tr(M)A}. On note
S, 'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) et A,, celui des matrices antisymétriques.

1. Montrer que A4 est un espace vectoriel.

2. Sitr(A) # 2, montrer que Ay = A,,.

3. Déterminer Ay sitr(A) =2et A¢S,.

4. Si A€ S, et tr(A) =2, déterminer Ay NS, et en déduire Ay.

Exercice 4

Soit A € M,,(C) telle que : VM € M, (C) tr(M)=0= tr(AM) =0.
Montrer que A est une matrice scalaire (i.e 3IA € C, A = \l,,).

Exercice 5

Déterminetr toutes les formes linéaires ¢ sur M,,(C) telles que p(AB) = p(BA) pour toutes ma-
trices A et B.

Exercice 6

Soit D € M, (C) une matrice diagonale a coefficients diagonaux deux a deux distincts. Soit

Ae M,(C).
1. Montrer que A commute avec D si et seulement si A est diagonale.

2. Montrer que A commute avec D si et seulement si A est un polynome en D.

Exercice 7
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 3. Soit u € L(F) tel que u® = 0 et u® # 0.
1. Montrer qu’il existe un vecteur e; de E tel que B = (e, u(e1),u?(e1)) soit une base de E.

2. On note C(u) 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u, c’est-a-dire
C(u) ={ve L(E), uov=uvou}, appelé le commutant de u.

(a) Montrer que C(u) est un sous-espace vectoriel de L(E), et que C'(u) est stable par la loi
o.
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(b) Soit v € L(F); Montrer que v € C(u) si et seulement si il existe P € Ky[X] tel que
v = P(u).

(c) Déterminer la dimension de C'(u).

Exercice 8
2 2 2
Soit A=1[-1 -1 -1
1 1 1
1. Déterminer un polynome annulateur de A de degré 2.
2. A est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

3. Déterminer A* pour k € N*.

Exercice 9
Soit u un endomorphisme non nul de K? tel que X? soit un polynéme annulateur de w.

1. Comparer le noyau et 'image de u, puis calculer leur dimension.

0 01
2. Montrer qu'il existe une base B = (ey, eq, €3) de K? telle que Mg(u) = [0 0 0
0 00

Exercice 10
Déterminer tous les polynémes P de R[X] vérifiant P(—1) =1, P(0)=2, P(1)=3.

Exercice 11

Soit m + 1 nombres complexes deux a deux distincts zg,...,z, et 2n + 2 nombres complexes

y07"' 7yn7y67" '7y7/’L'
Montrer qu’il existe un unique polynéme H € Cs,1[X] vérifiant

Vk € [[O7n]]7 H(xk) = Yi et Hl(xk) = y;i:

Exercice 12
k

Soient fi,..., fr des endomorphismes non nuls d’un espace vectoriel F tels que Z fi = Idg et

fiofy=0sii# ] -
1. Montrer que Vi € [1,k] f; est un projecteur.
2. Montrer que E = Im(f;) & --- @& Im(fy).
3. Soit f=a1f1+ -+ apfr.
(a) Calculer fP.
(b) Montrer que (fi,..., fx) est libre et que (Idg, f, ..., f*) est liée.

(c) Montrer que (Idg, f,..., f* 1) est libre si et seulement si les scalaires a; sont deux &
deux distincts.
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Exercice 13

Soit £ un K-espace vectoriel et u € L(E).
Soient A, ..., A\, des scalaires deux a deux distincts (n > 2) et, pour tout ¢ € [1,n]
E; = Ker(u — \1dg).

n
Montrer que la somme Z E; est directe.
i=1

Exercice 14
A A2
O A

A T'aide de P et P’, exprimer P(B) sous la forme d’une matrice écrite par blocs.

Soient A € M,(R) et B € My,(R) la matrice définie par B = < . Soit P € R[X].

Exercice 15

: A 24
Soit A € M, (R) et B = (On BA)'

1. Expliciter une base de Ker(B) en fonction d’'une base de Ker(A).
En déduire que rg(B) = 2rg(A).

2. Soit Q € M,,(R) inversible. On note H = (g g) Calculer H™'.B.H et en déduire que

. ) A O,
B est semblable & la matrice ( 0, 3 A)'



