PSI - UN CORRIGE DU D.M. N°02

Partie I Extrait de Centrale PSI 2023

“+o0
Le but de cette partie est de calculer l'intégrale dite de Gauss : / e dt.
0
. —t2 . . L 1
Q1. La fonction v : t — e est continue sur [0, +00], et par croissances comparées v(t) Mo o =) Or
— 400

1
on sait que t — 7] est intégrable en 400 puisque 2 > 1, donc par comparaison v est aussi intégrable en +oo.

—+o0
Finalement v est intégrable sur [0, 4o00[. | L’intégrale / e~* dt est donc absolument convergente.

0

On étudie les fonctions f et g définies par

x

1 ef(t2+1)z2 7t2
0 0

e—(tz—i-l)zz

1+¢2
fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

Q 2. e Pour tout = € R, la fonction ¢t — est continue sur le segment [0, 1] comme quotient de

—(t241)2?

1
On en déduit que Vx € R / ¢ dt existe, donc | la fonction f est définie sur R.
0

1+t2

e Pourz e R, f(—x) :/

L o= (#*+1)(-2)? L o= (t*+1)z?
_— :/ ————dt = f(x), donc | f est paire.
0

0 14+¢2 1+ t2
1 1 1 ™ ™
. 7(0) = /0 o de = [Arctan(9)] = 7. On a done| £(0) = J.
e—(t2+1)fc2
Q 3. Posons u : (.f,t) — ]_—|—7t2

e Pour z € R, ¢t — u(x,t) est intégrable sur [0, 1] d’aprés ce qui précede.

—2x(1 + 152)6’(’52“)7”2

14+t2)z?
1+t '

= —2ze(

e Pour tout ¢ € [0,1], x — u(x,t) est de classe C! sur R avec ?(x, t) =
x

ou .
e Pour z ¢ R, ¢+ —(x,t) est continue par morceaux sur le segment [0, 1].

Ox
e Soit a > 0, alors [—a,a] C R.

du

Vo € [—a,a] Vt€[0,1] — (t*4 1)z <0 donc pe

(m,t)’ = 2lzfe~ 7" < 22| < 24

La fonction ¢ : t — 2a est continue sur le segment [0,1], donc est intégrable sur ce segment et vérifie

V(z;t) € [—a,a] x [0,1] %(m,t) < ().

Par théoréme de dérivation sous le signe f , on sait que | f est de classe C! sur R |avec, d’aprés la formule de
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1 1
o 0
Leibniz : | Vz € R, f/(z) = / —u(x,t) dt = —2/ pe— (1427 gy
o Oz 0
Q 4. La fonction ¢ — e~ est continue sur R, d’aprés le théoréme fondamental de 'analyse, la fonction g

est sa primitive qui s’annule en 0, alors g est définie et de classe C! sur R.

1
Q 5. Rédaction pour ne pas faire qapparaitre — et ainsi éviter de faire deuzx cas : x € R* et x =0 :
x

D’aprés le résultat de la question 3, pour z € R :

1
flx) = —2/ ze @ T gt
0
2 ! —(mt)Q
= —2e7 xe dt
0
1
() = 726’”52/ go'(t)e*‘/’Q(t)dt avec ¢(t) =tz
0

Alors par le changement de variable u = ¢(t) = tz, ¢ étant de classe C! sur [0,1], on sait que

, I @(1) 2
fl(z) = —2e e " du
»(0)
= —2¢7 / e du
0
fllw) = -2 g(x)

t

Or par définition de g (primitive de ¢ — e~ ’ qui s’annule en 0), on sait que Vx € R ¢'(z) = e~ donc

VeeR f(x) = —2¢'(z)g(x).

Q 6. Les fonctions f et g étant de classe C! sur R, I’égalité précédente entraine :

VeeR f(z) - (0) = / "= / " 2g (g(t) dt = — [2(0)]” = 2(0) - ¢*(a)

Or f(0) = % et g(0) = 0 donc finalement

VeeR, f(z)= T_ g(x)?.

S

Q7. On reprend la fonction u définie dans la question Q 3.
e Pour t € [0, 1], lirf u(x,t) = 0.
Tr—r+00

e Pour tout « € R, ¢t — u(z,t) et t — 0 sont continues par morceaux sur le segment [0, 1].
ef(tr"Jrl)z2 1
< .
241 1+12

e est continue sur le segment [0, 1] donc est intégrable sur [0, 1].

eVzeR Vte[0,1] |u(z,t)| =

Or la fonction ¢ : ¢t —

1 1
Par théoréme de convergence dominée & paramétre continu, on sait que lim u(z,t)dt = / lim w(zx,t)dt,
Tr—r—+00 0 0 Tr—r+00

ce qui donne : rgrfoof(x) =0.
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e Par passage a la limite sur Pégalité f(x) = % — g*(z), on obtient lirf g (z) = E
T—r1+00
t2

Or pour z > 0, g(z) > 0 puisque la fonction ¢ — e~" est continue et strictement positive sur R. On en déduit

que Vo >0 g(x) = \/g?(z) et par continuité de la fonction racine carrée sur R*, ona:| lim g(z)= g
Tr—r+00
“+oo
Ce qui revient & écrire / et dt = g
0

12

Partie II Extrait de CCINP PSI 1997

Dans cette partie on désigne par h la fonction définie sur R par h(t) = e~ z.

Q 8. La fonction h est continue sur R par composée de fonctions continues sur R, de plus elle est paire donc
0 +oo
par le changement de variable affine u = —t, les intégrales / h(u) du et / h(t) dt sont de méme nature et
—o0 0

sont égales en cas de convergence.

o0 .
D’apreés le résultat de la question Q 1, on sait que / et dt converge, alors par le changement de variable
0

+oo 9 +oo 9 +o0 R
affine ¢t = o(u), intégrale / ¢ (u)e? ™ du converge avec / et dt = / ¢ (u)e™? ™ du.
0 0 0

7=

+o00 1 +o0 +oo 0
Or / ap’(u)e_“"z(“) du = —/ h(u) du. On en déduit que les intégrables / h(u) du et / h(u) du
0 V2 Jo N 0 —o0
convergent (et sont égales) donc par définition 'intégrale / h(u) du converge.

Or h est positive donc | h est intégrable sur R | avec

/+OO h(t)dt = /_OOO h(t) dt + /;m h(t)dt = 2/0+OO h(t)dt = 2\/§/O+°° et dt

— 00

—+oo
et en utilisant le résultat de la question QQ 7, on obtient : / h(t)dt = vV2m

—0o0

Q9. La fonction t — h(t)e~%®! est continue sur R pour tout réel x, par produit de fonctions continues. De
plus
Ve eR VteR |h(t)e ™| = |h(t)] = h(?)

—+oo
et on a montré précédemment que h est intégrable sur R, donc Vx € R / h(t)e”*** dt converge absolument,
— 00

+oo )
et donc| h:z s / h(t)e” ™" dt est définie sur R.

Premiére méthode de calcul de h :

On définit sur R la suite de fonctions g, par :
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+2

gn(t) =t*"e~=  pour tout n € N

Q 10. Soit n appartenant & IN, la fonction g, est continue sur R par produit de fonctions continues. On
remarque que g, est paire, donc g, est intégrable sur R si, et seulement si, elle est intégrable sur [0, +oo[ par
changement de variable u = —t comme fait avec h en question Q8.

1 1
De plus par croissances comparées gy (t) T © (t2> et t — o) est intégrable en 400 (2 > 1) alors par
—+00

comparaison g, aussi et finalement g,, est intégrable sur [0, +o0[ et donc sur | — oo, 0].

VneN g, € L'(R,C).

+oo
On considére l'intégrale I,, = / gn(t) dt, pour n € IN.
0
oo 2 oo 2
Q11. SoitnelN, I, :/ 2725 dt :/ 2 te T dt.
0 0
2
Les fonctions w : ¢t +— 2"t et v : ¢t — —e~ 7 sont de classe C sur R, et par croissances comparées
, li+m u(t)v(t) = 0, alors par intégration par parties puisque I, converge on a :
——+00
—+oo
Lt = / w(t) () dt
0

—+o0
SRCCEC e R ORORY

+oo p
= 0—u(0)v(0)+ (2n+1) / 215 dt
0

In+1 = (2n + 1)In
Q 12.  Pour n € NN, on pose a, = (2—")' L'égalité I,, .1 = (2n + 1)1, donne :
n)!
B RE U VRS N S
T 2n+2) T 2n+27 20) 2+ 1) "

1ére méthode : avec une conjecture et une récurrence

0 d 1 1 1 1 1
n a donc a1 = —qQ, a2 = ——.a1 = . ag = agp .
PTaax1 T T axe 2><22><a10 22 x 21"
Montrons alors par récurrence que Vvn € N a, = 270' :
n!

a
e Pour n =0, 0on a 2"n! =1 x 1 =1 donc I'égalité a,, = QTO' est vraie.
n!
a
e Soit n € N tel que a,, = % On a alors
2nn!

1 ap ag ag

I S D) T 2t ) x2nnl 2 () xnl | 27 (n 1 1)

ag

On a donc montré par récurrence que : Vn € N a, = CITh
n!

+oo
2nde méthode : sans récurrence I, = / gn(t)dt et VE >0 g,(t) > 0 alors Vn e N I, # 0, donc
0
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Ap+1 _
an 2(n+1)’

vne N a,#0,on en déduit que et alors :

n—1

a e 1 1 1 1

* n k+1

Yn € N —_—Il _—||7—7X4 —

" a oo Ok Pt 2(k+1) 2n n 2" x n!

“+o0 2 1 “+o0
Par le résultat de la question Q 8, on a : ag = Iy = / ez dt = 5/ h(t)dt = 1/%, donc
0

L 7

VnelN = .
(2n)!  2nnlV/2
x2" FAk xz o
Q 13. Pour z € R, (—-1)" Sl = il avec z = —5 or on sait que Vz € C Z ) converge absolument
avec Z T = exp(z), donc | la série Z(fl)n Sl converge et 7;)(71)n i = exp <2>

Q 14. Pour tout complexe z, on sait que 0 < |Re(2)| < |z].

En question Q9. on a montré que pour tout réel z la fonction ¢ — e~ T e‘”t est intégrable sur R alors par

domination la fonction t — e tT s (zt), qui est sa partie réelle, est intégrable sur R.

2
la fonction ¢ — e~ = cos () est intégrable sur R.

Q 15. Soit = dans R.

La fonction t — h(t)e~ ! est intégrable sur R alors sa partie imaginaire ¢ — —h(t) sin(zt) est intégrable sur R
(Vze € 0<|[Im(2)| < |z])-

De plus la fonction ¢ — h(t) sin(xt) est impaire alors par le changement de variable affine t = —w on a :

/+Oo h(t)sin(zt)dt = /O h(t) sin(zt) dt + /+OO h(t)sin(zt) dt
0

— 00 — 00

+o0 +oo
— /0 h(u) sin(xu) du + /0 h(t) sin(zxt) dt

+oo
/ h(t)sin(zt)dt = 0

~ +OO
1l vient alors h(z) = /

— 00

~ +OO
h(t) cos(xt) dt et, par parité de ¢t — h(t) cos(zt), h(z) = 2/ h(t) cos(zt) dt.
0

Pour les 5/2 qui ont des connaissances que tout le monde aura plus tard dans ’année

foo 2k
Par développement en série entiére on sait que Vu € R cos(u) = Z(—l)k (Zk)'
k=0 ’
Ce qui me semble le plus facile actuellement pour un 3/2
1, . ) X
D’apres la formule d’Euler cos(zt) = 3 (et +e7) orVz € C €* = Z — alors par linéarité :
n!
n=0
1 <X (ixt)™ —ixt)”
cos(xt) =3 Z: —_
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Or pour n impair : (—izt)” = (—=1)"(ixt)™ = —(ixt)™ et pour n pair il existe &k € IN tel que n = 2k et
(—izt)" = (izt)?* = (%)% (xt)?k = (=1)*(xt)?*, donc il vient :
oo 2k 42k
. LT
cos(xt) = kZ:O(—l) )

Autre méthode, trop longue, mais vue dans au moins deux copies mais mal exploitée :

La fonction cosinus est de classe C°° sur R, elle est aussi bornée sur R ainsi que toutes ses dérivées avec
VpelN YueR |cos® u| <1, alors par inégalité de Taylor-Lagrange :

|2n+1 ‘2n+1

n k
cos™(0) < Sup| cos@ D ()] x lu |u

VvneIN YucR 0< |cos(u)— S =
nelN Vue cos(u) | S S @n+ D! S @2n+ 1)

k=0

|u‘2n+1

Or par croissances comparées Vu € R lim

n=+oo (2n 4 1)! , alors par encadremen

. cos kL
ngrfoo kz_% v = cos(u).
De plus cos4k) 0] = cos(0) =1, cos(4k+1) ( )

cos(*+3)(0) = sin(0) = 0, donc cos®*)(0)

=— sm( ) =0, cos*+2)(0) = — cos(0) = —1 et
(=1)* et cos(2k+1)(0) =0, ce qui donne :

+o00 . ok
V(x,t) € R2 cos(tx) = ;0(71)}@ ((212)!

On en déduit que

+o0 +°° r2n 2
VeeR h(z)= 2/ (—1)" te~ T dt
(2n)!

Pour z € R, on introduit la suite de fonctions (fy,)new o0t fr 1 £ — (=1)"

e Pour tout n € IN, f,, est intégrable sur [0, +oo[ puisque g, l’est.
e D’aprés ce qui a été écrit précédemment, la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, +o00[ et est
“+oo

+2
de somme S : ¢ — Z fn(t) = e~ 7 cos(at) qui est une fonction continue sur [0, +o0[.
n=0
+o0 x2n +o0 Z‘in
eVneclN / |fn(t)|dt = ' / gn(t)dt = 7> et par le résultat de la question Q 12, on a :
0 (2n)! Jo (2n)!
o0 2n
T oz
n(O)|dt =/ = x
| mla =[5
. x2n
On a montré en Q13 que la série Z( —1)" 5, converge absolument, donc la série Z / | frn(t)| dt converge.

On peut appliquer le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle qui donne

+o0 +00

Ve e R h(x):Q/o an dt_zz/

+o00 2n +o0
Or/0 fn(t)chtz(—l)"x—/0 gn(t) dt done

(2n)!
A = 2" Hoo 2 t2
h(z) = 22(71)” )l /0 t*"e~z dt pour tout x € R
n=0
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Q 16. L’égalité précédente se réécrit :

I,
(2n)!

xZn

VeeR h(z)=2 +Z°°<_1)n

Et en utilisant le résultat de la question Q 12, on a :

R +oo T m2n
VeeR h(z) = 22(—1)”\/;27%'
n=0 ’
“+oo 2\ N
1 [(—=x
= V%;n!(z)

VeeR h(z) = V2mexp (—i)

Seconde méthode de calcul de £ :

~ +w
Q 17. On pose u : ](ii)]R : ﬁ(t)e_”t ,alors Ve e R h(z) = / u(z,t) dt.

— 00

e On a vu en question Q 9 que Vz € R ¢ — u(x,t) est intégrable sur R.

eVt e R, x> u(z,t) est de classe C! sur R puisque la fonction x + cos(zt) — isin(zt) Vest.

o V(x,t) € R? %(x,t) = —ith(t)e !,
x

ou
On en déduit que Ve e Rt~ a—(m, t) est continue par morceaux sur R.
i

0 2
o V(x,y) € R? ’aZ(x,t)‘ = |tle” 7.

2 1
On pose ¢ : t — |t|le~ 7. ¢ est paire et continue sur R et par croissances comparées ¢(t) e © (t2>’ alors ¢
—+00

est intégrable sur [0, +oo[ et sur | — oo, 0] par parité avec le changement de variable ¢ = —u.

@ est donc intégrable sur R et vérifie

ou
V(z,t) e R* | (z,t)] < ot
w0 e || <o)
I e . s - °° ou
Par théoréme de dérivation sous le signe [, on sait | h est de classe €' sur R et h/(z) = a—(x, t)de .
o O
Q 18. On vient d’obtenir :
. +oo 12 ) +oo )
Vz e R h’(t):/ —ite_7e_”tdt:i/ B (t)e """ dt
Les fouctions h : ¢ — e~ et v : t > e~ sont de classe C! sur R avec |h(t)v(t)] = h(t) = e~ donc
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lim A(t)v(t) =0= lim h(t)v(t), et par intégration par parties on a :

t——+oo t——o0

VreR W(z) = i / T e at

VeeR W(z) = —zh(z)

On en déduit que | A est solution de I’ équation différentielle linéaire du premier ordre (E): 3 + zy = 0.

Q 19. L’équation (F) est une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre a coefficient continu
de la forme y'+a(z)y = 0, on sait alors que ses solutions a valeurs complexes sont les fonctions x — aexp(—A(x))
avec a € C et A une primitive de a : z — .

22

Les solutions de (F) sur R sont les fonctions z — ae™ = avec a € C.

La fonction h est une solution de (E) (a priori a valeurs complexes d’aprés son expression premiére) alors il
A 22 . +oo

existe un complexe o tel que Vo € R h(z) = ae™ = et o = h(0) = / h(t)dt = v2m d’aprés le résultat de
— 00

la question Q 8.

22

On retrouve bien le résultat de la question Q 16 : Vo € R h(z) = v2me™ 7.

Q 20. On déduit de ce qui précede que | h = 21 h.
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