Formulaire

1 Systémes de coordonnées

1.1 Les cartésiennes

Les coordonnées cartésiennes du point M sont (z,y, z). Elles sont exprimées dans un repére ortho-

normé direct (O, u, u,, u.). La base vectorielle (), u,, u;) est fixe.

Z A
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e Vecteur position :

——
OM = ziu, + yu, + 2u,

e ’abscisse x
e 'ordonnée y

e la cote 2

e Déplacement élémentaire obtenu en sommant 3 déplacements particuliers :

dOM = di = du@i, + dyi, + d=1.

e Volume élémentaire obtenu en effectuant coté x coté x coté :

d*t = dx dy dz

e Volume d’'un parallélépipéde de longueur L, de largeur ¢ et de hauteur h obtenu en sommant
(/) les volumes élémentaires :

Ve fffaer=[Car [an [ o = s

En effet, si les 3 variables x, y et z sont indépendantes alors l'intégrale triple est égale au
produit des intégrales simples.
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1.2 Les cylindriques

Animation.
Les coordonnées cylindriques du point M sont (r, 0, z) et la base vectorielle associée est (,., Uy, ©.)
telle que la base polaire (1, ,) est tournante.
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e & utiliser si symétrie cylindrique i.e symétrie de révolution autour d’un axe fixe (Oz) :
invariance par rotation d’angle 6 et par translation le long de (Oz).

e Vecteur position :

Soit H le projeté orthogonal de M dans le plan horizontal (zOy) : 5?\7 = O‘H) +HM

—~ . S
OM = ru, + zu,

e Déplacement élémentaire obtenu en sommant 3 déplacements particuliers :

— radial dr i.e selon .
— orthoradial rdf i.e selon iy : longueur du petit arc de cercle de rayon r et d’angle df.

— axial dz i.e selon .

dl = drii, + rdfi, + dzii,

e Volume élémentaire s’exprime ‘ par coté x coté x coté :

1 = drrdfdz

e Volume d’'un cylindre de rayon R et de hauteur h obtenu en sommant () les volumes

élémentaires :
‘/cyl = WdST

R 2m h
les 3 variables (r, 6, z) sont indépendantes donc : V' = / rdr / de / dz
0 0 0

2 2

63y = -2

T
‘/cyl — [3

V. =7Rh



https://phyanim.sciences.univ-nantes.fr/Meca/Cinematique/Cylindriques_FJ.php

— le point M balaye un rayon.
— puis le rayon fait un tour complet pour balayer un disque de surface wR?.

— finalement, ce disque balaye la hauteur h pour que le volume total V' du cylindre soit
balayé.

— On vérifie '’homogénéité :
dim (V) = L°

e Surface latérale d’un cylindre de rayon R et de hauteur A :

La surface élémentaire d*S s’exprime par coté X coté :

| S = Rdf dz|

La surface latérale totale résulte de la somme ([) des surfaces élémentaires :

27 h
Siat = //dQS = R/ d9/ dz = R[0]Z"[z)k
0 0

Slat - 27TR h

— Le rayon fait un tour complet pour que le point M décrive un cercle de périmétre 27 R.
— ce cercle balaye la hauteur h pour finalement balayer la totalité de la surface latérale.

— On vérifie 'homogénéité :

1.3 Les sphériques

Animation.
Les coordonnées sphériques du point M sont (7, 0, ¢) et la base vectorielle associée est (u,., Uy, U,,).
Cette base est mobile :
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e a utiliser si symétrie sphérique c’est-a-dire si invariance par rotation d’angle 6 et ¢
autour du centre O.

e Vecteur position :

—
OM = ru,
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e Déplacement élémentaire obtenu en sommant 3 déplacements particuliers le long du :

— rayon de la spheére de rayon r : dri,.

— meéridien de rayon r situé a la longitude ¢ : longueur du petit arc de cercle de rayon r
et d’angle df : rdfiu,.

— paralléle de rayon rsin@ situé a la colatitude 6 = 7 — A ou A désigne la latitude :
longueur du petit arc de cercle de rayon rsin @ et d’angle dy : rsin 0dp,.

dl = dri, + rdfi, + rsin Odyi,

e Volume élémentaire obtenu en 'approximant a coté x coté x coté :

d*t = dr rdf rsin Ody

e Volume d'une sphére de rayon R :

‘/sphere - ///dST

R ™ 27
les 3 variables (r, 0, ¢) sont indépendantes donc : V, e = / ridr / sin 0d6 / dy
0 0 0

3 3

r R
Viphere = [g]oR[— cos 0]5 [¢]s™ = 5 X 2 x2m

4
‘/;‘phere - g 7TR3

— le point M balaye un rayon.

— puis Pextrémité du rayon balaye un meéridien du podle Nord (6 = 0) au poéle Sud
(60 = 7). Ainsi un demi-disque est balayé.

— puis ce demi-disque fait un tour complet (la longitude ¢ varie de 0 & 27) en balayant
I’équateur.

— On vérifie 'homogénéité :
dim<vsphere) =L’

e Surface d’'une sphére de rayon R et de hauteur h :

La surface élémentaire d*S s’approxime a coté x coté sur la sphere :

d*>S = Rdf Rsin 0dy

La surface totale de la sphére s’obtient en sommant ( [) les surfaces élémentaires :

Ssphere = //deS

T 27
Saphere = RQ/ sin 9d9/ do = R*[—cosO|5[¢]e™ = R* X 2 x 27
0 0

Ssphere = 47TR2




— D’extrémité d’un rayon balaye un méridien du péle Nord (¢ = 0) au pole Sud
(6 =m).

— Puis ce demi-cercle fait un tour complet pour balayer toute la surface de la sphére.

— On vérifie 'homogénéité :

dim(Ssphere) = L2

Volume dr d’'une couronne sphérique de centre O de rayon r et d’épaisseur dr. C’est le volume
¢lémentaire situé entre les sphéres (O, r) et (O,r + dr).

4 4 4 d
dr = §7T<T +dr)® — gwr?’ = §7T7’3[(1 + %)3 —1]
d 4
dl ordre 1 en - dr = §7r7“3[(1 + 3@) —1]
r T
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2 Opérateurs

2.1 Gradient

L’opérateur vectoriel grji s’applique toujours & un champ scalaire f(M) tel que la température
T(M), la pression P(M), le potentiel électrique V(M) ou l'indice optique n(M).

Il sert a rendre compte des variations spatiales du champ f(M) : la direction de gradf indique
le sens de 'augmentation de f et la norme du gradient traduit I'intensité de la variation de f.

2.1.1 En cartésiennes

grad ? 8u_z+§ %u_)

ou ? est 'opérateur nabla qui s’utilise seulement en cartésiennes.

Considérons un champ scalaire f = f(z,y, 2) :

La différentielle est définie par :

df = f(OM + dOM) — f(OM)
_af af of
df = %dl‘ + a—ydy + %dz

df = grad f - dOM = grad f - df = grad f - dF

Par définition une surface iso-f est l'ensemble des point M(z,y,z) ot f a méme valeur. Un

déplacement élémentaire dOM sur la surface iso-f est tel que :

df =0
—
soit grad f - dO—]\>/[ =0
d'oit grad fLdOM

On retient qu’'une surface iso-f (ex : isotherme, isobare, équipotentielle) est toujours orthogonale

R
a grad f.
2.1.2 En cylindriques

f=f(r0,z2)

of of of
o+ a5 dz
of . 19/ of
o+ —ardd + =~ dz

or dl = dri, + rdfu, + dzu,

la différentielle est df =

df = 2

on reconnait df = gr?i f- dl

—
avec grad en cylindriques :



0 10 0
f—>+__f—0>+ f—>
0z "

—
gradf = = r 00

On vérifie que chaque composante de grad a bien comme dimension L.

2.1.3 En sphériques

f=1(r0,0)
la différentielle est df = jd + —fdQ + —fdgo
or 09 Op
f af af
df = —l——% d9—i—rsmg%rsm8d¢

or df = dTuT + rdft, + 7 sin Odpi,
LT >
on reconnait df = grad f - df

— L.
avec grad en spériques :

O o A0 1 0l
or r 00 rsm@@gp

grad f=

On vérifie que chaque composante de grad a bien comme dimension L'

2.2 Divergence

L’opérateur divergence s’applique toujours & un champ vectoriel Z La divergence d'un vecteur est
un scalaire.

2.2.1 En cartésiennes

Par définition en cartésiennes (seulement) :

div = ?

Soit un champ vectoriel X A, ul + A v+ Al

divz = 3 . X _ a@il; I A, n 0A.

dy 0z

2.2.2 En cylindriques

On ne peut pas utiliser 'opérateur nabla pour retrouver la formule de divz. On admet la formule
qui sera donnée car hors programme :

o= 12580140,
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2.2.3 En sphériques

On ne peut pas utiliser 'opérateur nabla pour retrouver la formule de divz. On admet la formule
qui sera donnée car hors programme :

‘ ~10(?%A,) 1 0(Aysind) 1 0(A,)
d1v(Z) T2 or * rsin 0 00 * rsinf Oy

2.3 Laplacien

L’opérateur divergence peut s’appliquer a un scalaire ou a un vecteur.

2.3.1 En cartésiennes

Par définition en cartésiennes (seulement) :

2 2 2
N

_r S n >*f
C0x? Oy 022

Af

AA = AA T, + AAT, + AAT.
En général A, = A, (x,y,2), A, = A,(z,y,2) et A, = A.(x,y,z) d'ou :

PA,  O*A,  OPA,

AA = . , .
T Ox? + Oy? * 022
0*A,  O*A 0*A
AA — Yy Y Y
Y D2 * 2 + 022

2 2 2
AAzzaAszaAszaAZ

ox? 0y? 0722
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