
Devoir maison 1 : à rendre le jeudi 17 septembre 2020

Exercice

Soit f l’endomorphisme de R4 dont la matrice dans la base canonique est A “ 1
2
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1. Calculer detpAq
2. On pose u1 “ p1, 1, 0, 0q, u2 “ p0, 1, 1, 0q, u3 “ p0, 0, 1, 1q et u4 “ p´1, 0, 0, 1q, à l’aide d’un déterminant, montrer

que B1 “ pu1, u2, u3, u4q est une base de R4.
3. Déterminer B “ MatB1pfq.
4. En déduire un nouveau calcul de detpAq, est-ce bien le même que précédemment ?

Problème
Dans ce devoir, on note n P N˚ et MnpRq l’ensemble des matrices carrés de taille n. Notons K l’ensemble des matrices
de MnpRq de trace nulle et L “ tC P MnpRq | DpA,Bq PMnpRq2 C “ AB ´BAu.

Préliminaires
1. Démontrer que K est un hyperplan de MnpRq et déterminer dimpKq.
2. Montrer que L est inclus dans K.
3. Justifier que K et vectpInq sont supplémentaires dans MnpRq.
4. Question facultative : déterminer une base de K.

Étude d’un exemple en dimension 2.
Dans cette partie seulement, on prend n “ 2.

5. Trouver A “ MatBpsq où s est la symétrie sur K parallèlement à vectpI2q et B la base canonique de M2pKq.
6. Calculer detpAq.
7. Donner une base de K.
8. En déduire B1 une base adaptée à M2pRq “ K ‘ vectpInq.
9. Donner également B “ MatB1psq. En déduire que la matrice A est semblable à une matrice diagonale. Puis calculer
Ap pour p P N.

Cas général
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et f P L pEq. On suppose que chaque droite de E est stable par f .
10. Montrer que pour tout x P E, il existe λx P R tel que fpxq “ λxx.
11. Montrer que f est une homothétie.
12. Par contraposée, montrer que si f n’est pas une homothétie alors il existe x P E tel que px, fpxqq soit libre.
13. SoientM P KzvectpInq et f P L pEq tel queM soit la matrice de f dans une certaine base B. En utilisant la question

précédente, montrer que M est semblable à une matrice par blocs
ˆ

0 L

C M 1

˙

où L P M1,n´1pRq, C P Mn´1,1pRq et

M 1 P Mn´1pRq.
14. Montrer par récurrence sur n que si M P MnpRq est de trace nulle alors, M est semblable à une matrice dont la

diagonale est nulle.
15. Soit D P MnpRq une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont deux à deux distincts. Montrer que

ϕ : M ÞÑMD ´DM est un endomorphisme de MnpRq. Trouver une base de Kerpϕq et de Impϕq.
16. Question facultative : montrer que Kerpϕq “ KrDs.
17. Montrer que K Ă L.
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