
Devoir maison 1 correction

Exercice
Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/mGQ2hGmh-_8

Problème
1. Considérons tr : M ÞÑ trpMq, c’est une forme linéaire non nulle (car trpInq “ n ‰ 0), donc K “ Kerptrq est un

hyperplan. Ainsi, dimpKq “ dimpMnpRqq ´ 1 “ n2 ´ 1.
2. Soit C P L. Il existe pA,Bq PMnpRq2 tel que C “ AB ´BA. Comme tr est linéaire et que trpABq “ trpBAq

trpCq “ trpABq ´ trpBAq “ trpABq ´ trpABq “ 0

Ainsi, C P K. Par conséquent, L Ă K.
3. Soit M P K X vectpInq, alors M P K donc trpMq “ 0 et M P vectpInq donc il existe λ P R tel que M “ λIn. Par

conséquent,
trpMq “ λn “ 0

Dès lors, λ “ 0, et M “ 0In “ 0. Donc KX In Ă t0nu, l’inclusion réciproque étant toujours vraie, on a K‘vectpInq.
Or vectpInq est un espace vectoriel admettant pInq comme famille génératrice, comme In ‰ 0n, pInq est libre. Donc
dimpvectpInqq “ 1. Donc dimpKq ` dimpvectpInqq “ n2 ´ 1` 1 “ n2 “ dimpMnpRqq. Par conséquent, K et vectpInq

sont supplémentaires dans MnpRq.

4. Soit M “ pmi,jq1ďiďn
1ďjďn

. Remarquons que M “
ř

pi,jqPrr 1 ; n ss2
mi,jEi,j où Ei,j est la matrice élémentaire possédant que

des 0 sauf un 1 à la i-ième ligne et j-ième colonne. Alors

M P K ðñ mn,n “ ´

n´1
ÿ

i“1
mi,i

ðñ M “
ÿ

pi,jqPrr 1 ; n ss2

pi,jq‰pn,nqu

mi,jEi,j ´

˜

n´1
ÿ

i“1
mi,i

¸

En,n

ðñ M “
ÿ

i‰j

mi,jEi,j `

n´1
ÿ

i“1
mi,ipEi,i ´ En,nq

ðñ M P vectppEi,jqi‰j Y pEi,i ´ En,nq1ďiďn´1q

Ainsi, BK “ pEi,jqi‰j Y pEi,i ´En,nq1ďiďn´1q est une famille génératrice de K. Remarquons que dimpKq “ n2 ´ 1
et que |BK | “ npn´ 1q ` pn´ 1q “ n2 ´ 1, donc BK est une base de K.

Étude d’un exemple en dimension 2.
Dans cette partie seulement, on prend n “ 2.

5. B “ pE1,1, E1,2, E2,1, E2,2q. Soit M P M2pKq, d’après la question 3, il existe un unique couple pA,Bq P K ˆ vectpI2q
tel que 1 M “ A`B. Comme B P vectpI2q, il existe λ P R tel que B “ λI2. Dès lors, M “ A` λI2, par linéarité de
la trace trpMq “ trpAq ` λtrpI2q “ 2λ. Donc, λ “ trpMq{2. Dès lors,

B “
trpMq

2 I2 et A “M ´
trpMq

2 I2

On obtient, alors spMq “ A´B “M´trpMqI2. Dès lors, spE1,1q “ E1,1´I2 “ ´E2,2, spE1,2q “ E1,2, spE2,1q “ E1,2

et spE2,2q “ E2,2 ´ I2 “ ´E1,1. Par conséquent, A “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 ´1
0 1 0 0
0 0 1 0
´1 0 0 0

˛

‹

‹

‚

.

1. Pas besoin d’analyse-synthèse ici, car on ne cherche pas à démontrer l’existence ou l’unicité de A et B. L’existence et l’unicité ont été
établies à la question 3.
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6. Comme le déterminant est antisymétrique et que le déterminant d’une matrice diagonale est le produit des éléments
diagonaux :

detpAq “
C1ØC4

´

∣∣∣∣∣∣∣∣
´1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ´1

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ ´1

7. Soit M “

ˆ

a b
c d

˙

.

M P K ðñ trpMq “ a` d “ 0
ðñ d “ ´b

ðñ M “

ˆ

a b
c ´a

˙

ðñ M “ apE1,1 ´ E2,2q ` bE1,2 ` cE2,1

ðñ M P vectpE1,1 ´ E2,2, E1,2, E2,1q

Par conséquent, K “ vectpE1,1 ´ E2,2, E1,2, E2,1q, ainsi BK “ pE1,1 ´ E2,2, E1,2, E2,1q est une famille génératrice
de K, comme |K| “ 3 “ dimpKq, on en conclut que BK est une base de K 2

8. Comme pInq est une base de vectpInq, par principe de concaténation de bases de deux sous-espaces supplémentaires,
B1 “ pE1,1 ´ E2,2, E1,2, E2,1, Inq est une base de M2pKq.

9. Notons que pE1,1´E2,2, E1,2, E2,1q P K
3, ainsi spE1,1´E2,2q “ E1,1´E2,2, spE1,2q “ E1,2, spE2,1q “ E2,1. De plus,

comme In P vectpInq, spInq “ ´In. Donc,

B “ MatB1psq “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

Par la formule de changement de base, A est semblable à B une matrice diagonale. De plus, A2 “ MatBps ˝ sq “
MatBpIdM2pRqq “ I4. Ainsi, pour tout q P N, pA2qq “ I4

q
“ I4, donc A2q “ I4. En multipliant par A, A2q`1 “ A.

Ainsi, pour tout p P N, Ap “ I4 si p est pair et Ap “ A si p est impair.

Cas général
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et f P L pEq. On suppose que chaque droite de E est stable par f .
10. Soit x P E :

‚ Si x “ 0E , alors fpxq “ 0E “ 0ˆ 0E , donc en posant λ0 “ 0, on a bien, fpxq “ λxx si x “ 0E .
‚ Si x ‰ 0E , alors D “ vectpxq est une droite, elle est donc stable, fpDq Ă D. Or fpxq P fpDq, donc fpxq P D “

vectpxq, cela veut dire qu’il existe λx P R tel que fpxq “ λxx.
11. Soit B “ pe1, e2, . . . , enq. Ainsi, pour tout i P rr 1 ;n ss, il existe λi P R tel que fpeiq “ λiei. Soit pi, jq P rr 1 ;n ss2 avec

i ‰ j. Alors, il existe c P R tel que fpei ` ejq “ cpei ` ejq. De plus, comme f est linéaire,

fpei ` ejq “ fpeiq ` fpejq “ λiei ` λjej

Donc pλi ´ cqei ` pλj ´ cqej “ 0E . Comme pei, ejq est une famille libre, on en déduit que λi ´ c “ λj ´ c “ 0. Donc
λi “ c “ λj , ainsi, pour tout i P rr 1 ;n ss, λi “ λ1. Notons λ “ λ1. Nous avons ainsi prouvé que pour tout x vecteur
de B, fpxq “ λIdEpxq. Une application linéaire étant uniquement caractérisée par les images des vecteurs d’une
base, on en déduit que f “ λIdE . Par conséquent, f est une homothétie.

12. Si f n’est pas une homothétie, on peut en déduire qu’il existe x P E tel que pour tout λ P R, fpxq ‰ λx. Considérons
un tel x et montrons que px, fpxqq est libre. Soit pa, bq P R2, supposons ax` bfpxq “ 0E . Supposons que b ‰ 0, alors
fpxq “

´a

b
x ce qui est absurde. Dès lors b “ 0 et ax “ 0. Or si x “ 0E , alors fpxq “ 0x ce qui est impossible. Donc

x ‰ 0E ce qui conduit à a “ 0, la famille px, fpxqq est libre.

2. Cette méthode est la même qu’à la question 4, à ceci près qu’ici c’est plus simple car moins d’indices à gérer.
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13. Si f était une homothétie, alors M , la matrice de f dans une base, serait proportionnelle à In. Comme ce cas est
exclus, on peut en déduire, par contraposée, que f n’est pas une homothétie. Ainsi, il existe x P E tel que px, fpxqq est
libre. D’après le théorème de la base incomplète, il existe pe3, e4, . . . , enq P E

n´2 tel que B1 “ px, fpxq, e3, e4, . . . enq

soit une base de E. Alors,
fpxq “ 0 ¨ x` 1 ¨ fpxq ` 0 ¨ e3 ` . . .` 0en

Ainsi, en décomposant les images des vecteurs de B1 par f dans la base B1, on obtient MatB1pfq “

ˆ

0 L

C M 1

˙

avec L P M1,n´1pRq, C une matrice colonne avec n ´ 1 lignes qui ne contient que des 0 sauf un 1 en première
position et M 1 P Mn´1pRq.

14. Posons Ppnq : «Tout matrice M P MnpRq de trace nulle est semblable à une matrice dont la diagonale est nulle».
‚ Si n “ 1, considérons M “ paq P M1pRq de trace nulle, alors trpMq “ a “ 0, donc M “ p0q est semblable à elle
même (une matrice dont la diagonale est nulle). Donc Pp1q est vraie.

‚ Soit n P N˚. Supposons Ppnq vraie. SoitM P Mn`1pRq de trace nulle. SiM P vectpIn`1q alorsM est nulle et est
semblable à elle-même. Supposons doncM R vectpIn`1q, en utilisant la question précédente, il existe L P M1,npRq,

C P Mn,1pRq et M̃ P Mn,npRq tel que M soit semblable à M 1 “

ˆ

0 L

C M̃

˙

. Comme la trace est un invariant

de similitude, trpMq “ trpM 1q “ 0 ` M̃ . On en déduit que M̃ est une matrice carrée de taille n et de trace
nulle. On peut donc appliquer Ppnq à M̃ , M̃ est semblable à une matrice dont la diagonale est nulle : il existe

P P GLnpRq tel que M̃ “ PNP´1 où N P MnpRq avec la diagonale de N nulle. Ainsi, M 1 “

ˆ

0 L

C PNP´1

˙

.

Posons Q “
ˆ

1 0
0 P

˙

, alors par compatibilité des produits par blocs, Qˆ
ˆ

1 0
0 P´1

˙

“ In`1. Ce qui prouve que Q

est inversible et que son inverse est Q´1 “

ˆ

1 0
0 P´1

˙

“ In`1. Encore une fois par compatibilité des produits par

blocs, Q´1M̃Q “

ˆ

0 ‹

‹ N

˙

“ Ñ Donc M est semblable M̃ qui elle-même est semblable à Ñ . Par transitivité, M

est semblable à Ñ , une matrice ne contenant que des zéros sur la diagonale. Dès lors Ppn` 1q est vraie.
‚ Pour tout n P N˚, Ppnq est vraie.

15. Soit pM,M 1, λq PMnpRq ˆMnpRq ˆ R,

ϕpM`λM 1q “ pM`λM 1qD´DpM`λM 1q “MD`λM 1D´DM`λDM “ pMD´DMq`λpM 1D´DM 1q “ ϕpMq`λϕpM 1q

Donc ϕ est linéaire et ϕ : MnpRq Ñ MnpRq. Donc ϕ P L pMnpRqq. Soit M P Kerpϕq, alors MD “ DM . Notons
M “ pmi,jq1ďiďn

1ďjďn
et D “ pdi,jq1ďiďn

1ďjďn
. Soit pi, jq P rr 1 ;n ss2 avec i ‰ j, calculons le coefficient pi, jq de MD “ DM :

n
ÿ

k“1
mi,kdk,j “ mi,jdj,j “

n
ÿ

k“1
di,kmk,j “ di,imi,j

Ainsi, mi,jpdj,j ´ di,iq “ 0, comme i ‰ j, di,i ‰ dj,j , donc mi,j “ 0 et ce pour tout pi, jq tel que i ‰ j. Ainsi, M
est une matrice diagonale. En notant Diagn l’ensemble des matrices diagonales, on a prouvé que Kerpϕq Ă Diagn.
Réciproquement, siM P Diagn, alorsMD “ DM (deux matrices diagonales commutent), donc ϕpMq “MD´DM “

0n. Donc M P Kerpϕq. On a donc montré que Diagn “ Kerpϕq. Or une base de Diagn est BD “ pEi,iq1ďiďn
3.

Soit N “ pni,jq P Impϕq, alors, il existe M P MnpRq tel que N “ MD ´ DM . Notons que pour tout i P rr 1 ;n ss,
en reprenant le calcul de MD et DM , ni,i “ mi,idi,i ´ di,imi,i “ 0. Ainsi, N est une matrice dont la diagonale est
nulle. Notons Z le SEV de MnpRq formé de toutes les matrices ayant des éléments diagonaux nuls. On a montré
que ImpNq Ă Z. De plus, d’après le théorème du rang, dimpImpnqq “ dimpMnpRqq ´ dimpKerpϕqq “ n2 ´ n. Et une
base de Z est BZ “ pEi,jqi‰j

4, donc dimpZq “ |BZ | “ n2 ´ n. Par inclusion et égalité des dimension Impϕq “ Z a
pour pour base BZ .

16. Soit M P KrDs, alors il existe P P KrXs tel que M “ P pDq. Comme combinaison linéaire de matrices diagonales,
M est diagonale donc commute avec D. Ainsi, M P Kerpϕq. Par conséquent, KrDs Ă Kerpϕq. Réciproquement,

3. BD est une famille libre car incluse dans la base canonique de MnpRq, BD Ă Diagn, donc vectpBDq Ă Diagn, de plus, toute matrice

diagonale M peut s’écrire M “
n
ř

k“1
mk,kEk,k, donc Diagn Ă vectpBDq.

4. En effet, BZ (qui n’est pas un canapé) est une famille libre car incluse dans la base canonique, BZ Ă Z, donc vectpBZq Ă Z. De plus,

soit M “ pmi,jq P Z. Alors M “
n
ř

i“1

n
ř

j“1
mi,jEi,j “

ř

i‰j

mi,jEi,j P vectpBZq
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soit M P Kerpϕq, alors on a vu que M est diagonale. Notons pm1,m2, . . . ,mnq les éléments diagonaux de M et
pd1, d2, . . . , dnq les éléments diagonaux de D. Comme les éléments de pd1, d2, . . . , dnq sont deux à deux distincts,
considérons,

P “
n
ÿ

i“1
mi

n
ź

k“1
k‰i

X ´ dk

di ´ dk
P RrXs

Remarquons alors que pour tout i P rr 1 ;n ss, P pdiq “ mi, notons P “
n´1
ř

k“0
akX

k Alors

P pDq “
n´1
ÿ

k“0
akD

k “

n´1
ÿ

k“0
ak

¨

˚

˚

˚

˝

d1
k

0 d2
k 0

. . .
dn

k

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

P pd1q 0
0 P pd2q 0

. . .
P pdnq

˛

‹

‹

‹

‚

“M

Ceci prouve que M P RrDs. Ainsi, Kerpϕq Ă RrDs, comme on a déjà montré l’inclusion réciproque, Kerpϕq “ RrDs.
17. Soit M P K, alors d’après la question 14, il existe P une matrice inversible et N une matrice avec une diagonale

nulle telles que M “ P´1NP . Comme N a une diagonale nulle, d’après la question 14, N P Impϕq. Donc il existe
A P MnpRq tel que N “ AD ´DA. Donc

M “ P´1pAD ´DAqP “ P´1ADP ´ P´1ADP “ pP´1AP qpP´1DP q ´ pP´1DP qpP´1AP q P L

On a donc bien montré que K Ă L.
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