Partie | — Le vélo hybride et ses supercondensateurs
Centrale PSI 2025

1.1 - Etude d’un supercondensateur

Q1) On suppose le plan chargé confondu avec le plan Oyz (plan z = 0). En un point M, tout
plan perpendiculaire au plan chargé est plan de symétrie de la distribution de charge, Ej,(M) est
perpendiculaire au plan x =0 :

Ey(M) = E(M)i,

Le plan chargé est infini, donc invariant par toute translation parallélement & lui-méme, donc
perpendiculairement & i, :

Ey(M) = E(z)d,

Le plan chargé est plan de symétrie pour lui-méme, donc en deux points M et M’ symétriques
par rapport au plan chargé, le champ est symétrique par rapport au plan chargé. Par conséquent
comme E' est orthogonal au plan :

—

Ey(—z) = —Ey(x) ; E(-2) = —E(x)

On applique le théoréme de Gauss a un tube de champ, cylindre C de génératrices paralleles a
iz, de section droite S, fermé par deux surfaces planes S et S_ situées dans les plans paralléles
au plan chargé, d’abscisses > 0 et —z selon ., en tenant compte de la permittivité diélectrique
relative :

# Ep : dgext = %
CUSLUS_ €0€r
g
E(-x) E(z)
O —
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La contribution de C est nulle car il s’agit d’un tube de champ : Ep 1 dgext. Les contributions
de S; et S_ ont pour expressions

/ By dS = / E(a)i, - dSi, = SE(x)
Sy s,

//s_ Ep - dSex = //s_ E(—2)i, -dS(~i,;) = —SE(—z) = SE(z)

Ce tube de champ découpe une surface d’aire S sur le plan chargé, donc
Qint =08

Finalement le théoréme de Gauss s’écrit

L S
#E - A8 = 2SE(z > 0) = 2
€Q€Er
d’out on déduit I’expression du champ électrique
— o = o
Ey(z >0)= —1, ; Ep(z<0)=— u,
p(@ ) 2eoe,uz p(@ ) 2€p€r Yo

On utilise le théoréme de superposition pour calculer le champ total créé par les 4 plans chargés,
en notant Eﬂp,a,i le champ créé par densité surfacique de charge o du coté des = négatifs (—) ou
des z positifs (+). Dans l’espace inter-électrodes, on distingue ainsi 3 zones :

— —a<zr<-—-a+d:

E=Epot++Ep o, +Epo, - +Ep - = 2e0€ (0+0'—0' +o)i, = . Uy
T T
— —a+d<zr<a-—-96:
— = — = = / ’ — 0"—‘0'/_,
E=Epor+Ey o4+ Epo—+Ep - = (0—0 =0 +o)i, =
R o 2€0€r €0€r
—a—-6<z<a:
E=Epoi +Ey oy +Epp i +Ep o = v o +o' + o), = o
T T

—_— A’————+
Q2) Le potentiel vérifie E = — grad V, et sous forme intégrale V(A)—V(B) = / grad V.dr¥ =
B

B
/ E - d7. On peut donc écrire entre les deux électrodes, avec E(z) = E(z)u, :
A

a —a+d a—8 . _ 1/ a
U=V(-a)—-V(a) = E(z)dz = / 7 dz+/ g-a dz+/ 7 dz

—a —a €0€r —a+s €0€r a—6 €0€r
U— 2a0  2(a—0)d’

1 , _
v (06 + (0 — 0')(2a — 20) + 06) = e v

Q3) L’électrolyte est conducteur, donc la présence d’un champ électrique dans la région —a +
d < x < a—4 non nul entraine ’existence d’un courant électrique source d’une variation temporelle
des densités surfaciques de charge sur les doubles couches : on se trouve alors en régime variable.
On en déduit qu’en régime permanent le champ électrique doit étre nul dans la région —a + § <

z < a— 4. D’aprés Q1) le champ dans cette région vaut i, : en régime indépendant la
€€y

nullité du champ électrique entraine o’ = o. L’expression de U devient

26
U= o
€€y




En régime permanent, la densité surfacique de charge de ’électrode x = —a vaut
€Q€r
o= U
26

On en déduit la charge @ puis la capacité Cy du supercondensateur

.S
Q=08= 60;6 U= CoU
€&
Co="35

Pour un condensateur & air de méme géométrie (plan, électrodes de surface S, distance entre
électrodes 2a)

€S
Cair:;)_a

Soit un rapport (¢ > 1)
-6
Co _ @ > 10—
Cair 4 10_8

Cp > Chjr, d’out 'appellation supercondensateur.

=100>1

1.2 - Modeéle électrocinétique du supercondensateur

/

- o—0
Q4) Danslazone —a+6d<z<a—9d, E=——1u,, dol une densité de courant
€€y
= = Y(o—0d),
Jélee =VE = ——F1,

€0€r

Le courant électrique regu par le plan z = a — § de 1'électrolyte (situé en z < a — §) a pour

expression
- - o—o'
Lequ = //_7 -dSiu, = MS
€€y

Comme ce plan ne recgoit de charge que de ’électrolyte (1’énoncé précise que la double couche est
isolante), le bilan de charges entre ¢ et ¢ + d¢ s’écrit pour ce plan

! A
dt+dt)—4d @) = d—th = Lequdt = o =)

Sdt
dt €0€r

d ! _ !
dg’ _y(o=-d),
dt €0€r

Q5) Pour ¢ > 0 la tension U est constante, et d’aprés Q2)

U— 2a o 2(a—6)0,
€Q€r €QEr

ce qui permet d’exprimer ¢ a tout instant :

o= €06rU+ a—_éa'

2a

D’autre part ¢’ = 0’S, donc en remplagant ¢’ et o par leurs expressions en fonction de o’

Sdo" _ 1S (eoe,U_l_ a—5U,_0,> _ YSU S8

dt €oer \ 2a 2a €06+

apres simplification par S on obtient I’équation différentielle proposée par ’énoncé

do’ | 26, _ U
dt €ea  2a

On identifie sur cette équation différentielle du premier ordre en ¢’ le temps caractéristique

_ a€oéy
= 5y

Si on modélise le supercondensateur par ’association série d’un condensateur et d’une résistance,
I’équation d’évolution de la charge ¢ du supercondensateur soumis a la tension U s’écrit

49, pde

CO+ROE:U

uc +ur =

Or en notant ¢’ = So’ la charge associée & ¢’, I’équation de la question précédente s’écrit

d_q’ ¥6 , ~SU
dt eoeraq ~ 2a

ou
_ 2a dq, 26 r_ dq/ q'
U=15a T aas? = ®a T
soit par identification
2a €0€rS
Ry = 45 Co = 2%

On retrouve la valeur de Cy, et on peut interpréter Ry comme la résistance associée a I’électrolyte
de conductivité v et d’épaisseur approchée 2a.
1.3 - Dimensionnement du pack de supercondensateurs du vélo hybride

Q6) La tension uc = ¢/Cp aux bornes d’une capacité est continue, donc entre les instants
t=0"ett=0"

- 0") —q(0~ 4 _
Ro(zg—zo)+q4( )Coq( ) = Ro(ig —ig)=UO") -U(0")
soit U0+ (0~ 5
Ro - (0.+)—'_(o ) _295-300 _ oa
iy — 1 33
Pour 0 <t < T, i est constant, d’ou
T-) — 0+ (T —0
AT 2400 4 potacr) — o)) = U0 — vy - vt
0 0
solt T 33 x 14,5
i -33 x
= = ? = 1 2F
Co=Gay v ~ 1,5-2,0 X1

(Sur la figure 6, on lit effectivement la valeur 330 F)



Q7) On calcule le travail que doit fournir le pack, en négligeant pertes électriques et mécaniques
du vélo. La variation d’énergie potentielle de pesanteur pour l’ensemble cyliste/vélo, de masse
total 100 kg d’apres 1’énoncé vaut

AE, =mgAh =100 x 9,81 x 60 = 59kJ

Pour un niveau d’assistance faible (50%) le pack doit fournir 1/3 de cette énergie soit 20 kJ
La pack initialement chargé & tension nominale Vy peut se décharger jusqu’a Vi /2, soit une
énergie fournie
CU? C

eo= -0 (555) =5 (- w/27?) = g0Vi -

2
3 x330 x 3 —11kJ

Par conséquent le travail nécessaire au franchissement du dénivelé nécessite N = 20/1,1 = 18
condensateurs.

Le. moteur nécessite une tension de 36 V pour son fonctionnement, tandis que chaque conden-
sateur a une tension nominale de 3V et minimale de 1,5V, donc le fonctionnement du moteur
nécessite au minimum 36/3 = 12 condensateurs chargés & Vi en série.

On peut utiliser 18 condensateurs en série et un dispositif permettant d’abaisser la tension
lorsque les condensateurs sont a leur tension nominale Viy et de la relever lorsqu’il sont déchargés
a Vi /2 (c’est l'objet de la sous-partie suivante, dont les données confirment l’association de 18
condensateurs de tension nominale Vy = 3V en série : Vipax = 54V = 18 X3V et Vipin = Vinax/2).

Partie Il — Lévitation magnétique
Mines Ponts PSI 2023

22, Lexcitation magnétique Hetle champ magnétique B sont reliés par la relation

H==-M|

5|l

On remarque que H et M ont alors la méme dimension. On a ainsi
[x1=1}
Pour un matériau magnétique linéaire, on définit la perméabilité magnétique relative y, par I'expression
B =pop-H |

Or,on a
B = poH +poM = poH + poxH = po(1+ x)H.

=i}

23. Puisque ces lignes de champ sont des droites paralléles 4 I'intérieur du matériau magnétique, on sait que le champ B est
uniforme. Par ailleurs, d’aprés la question précédente, les champs H et M sont proportionnels a §, ils sont donc également
uniformes.

Appliquons le théoréme d’Ampére dans un milieu magnétique au contour fermé représenté ci-dessous.

Ainsi

Ona

fH -dl = Ilibre,enlacé-

Comme le champ B alextérieur du matériau est négligée, le champ H Test également. En notant H=H 0é2, on obtient alors
Hol =N1I1+Nsls.

Or B = popr-Ho, d'ott

_ Hopr(N1 Iy +Noly)

B
0 1

24, Le flux a travers la premiére bobine s’écrit

N1I1+ Nyl
o =N1ﬂRzBO=N17rR2uO#r( 111 2 2).

Or
@1=@11+@21=L1I1+Mols.

Par identification, on obtient alors

_ HoprNinR® | Mo = HoprN1N2nR?

L
! 1 1




Par le méme raisonnement appliqué a la deuxiéme bobine, on trouve

_ uO#rN§"R2

L
2 1

et heureusement la méme expression pour M.

25. La loi des mailles dans la bobine numéro 2 s’écrit :

Io(2,t)=G x e(z,t) = —

G dg1a(z,t) G degaa(z,t)
dt de
avec @12(z,t) = M(2)I1(t) et @aa(2,t) = Lols(2,t). Ensuite, il faut effectuer une identification. On réécrit la loi des mailles en
complexes, soit :
Iy=-jGox (M@ +Lsls)

Le but est d’exprimer I3 en fonction de I; puis de I. D’abord on peut remettre en forme la relation ci-dessus pour isoler I :

_ —JGoM(z)x(1-jGwLy) . jGoM(2) G2w?LoM(2)

Iy= -
27 1+jGuLy) x(1- jGoLy) 2~  1+(GwL2?=: " 1+(GwLg)? =

On prend donc ensuite la partie réelle de ce nombre complexe, or I; = I exp(jwt) d’olr :

GoM(z) 7[) ) G2w2LyM(2)

Iy=-———Slexp|jlo+g)t|- —— 5 Texp(jwt
25711 GouLye P [+ 2 1+ GuLye &PV
soit, en réels :
__GoM@) . . G ’LsM()
I(z,t)= 1+(GwL2)2Ism(wt) 1+(GwLy)? [eostwt)
» G2w2LyM(2) GoM(z)
dott a(z) = 1+ GoLy)? et f(z) = 1+(GoLg)?’

Remarque : le calcul peut également étre mené en restant en réels de bout en bout.

26. On peut écrire la conservation du flux magnétique sur un disque de rayon R d’épaisseur dz, compris entre les cotes z et
2 +dz (ou se situe la bobine numéro 2), représenté ci-dessous :

—
R dSup
sz
A\
—
d?/d’ \l/ dSlat

Ona ¢ B.dS =0, qui donne :

ff B.(dSypé.)+ ff B.(~dSgowné.)+ ff B.(dS1a:6,)=0
up down lat

soit, en admettant que la composante verticale du champ magnétique ne dépend toujours que de z :

B,(z +dz)nR? - B,(z)nR? + (21Rd2)B,(2) = 0

puis :
dB 2
dzz @=-5B:@)
Ainsi : RdB
B/)=-7 dz’(z)

M@E)1(t) _ Mof (2)11(2)

Il nous faudrait B,(z). Et justement ¢12(2,t) = M(2)I1(¢t) = Ng fup E.(dSup é,) = NanR2B,(2) soit B,(z) = NonRZ ~  NnR?

On peut donc évaluer la dérivée de sorte que :

B (z)__l_e N MoI;1(?) N ﬂ(z)_ R N poprN1NonR? § I,(2) 5 ﬂ(z)
T 27 NomR2 T dz T 2 1 NonR2 ™~ dz

soit

B.(2)=

_ HourN1R

2l

af
1 1(t)5(2)

27. La force exercée sur la bobine numéro 2 est :

Or B, est constant sur le contour de l'intégrale donc :

No2m o R No2m No27
F=f Iz(z,t)dl/\B=f I5(2,t)Rd6ég A (Bé,+Bgég +Bzéz)=Iz(z,t)Rf (-B,é,+B,é,)do
0 0 0

Ny2n No2n
f B.é,d0=B, f é,do=0
0 0

Ainsi expression de F se réduit & sa composante verticale qui est :

2npop N1N2R?  df

No2n
F.(z,t)= —Iz(z,t)Rf B;é,d0=—-N22nRBI2(z,t) = ————————— x —— x I1(t)Ia(z,t)
0

(2)
21 dz

On veut la valeur moyenne temporelle de cette période qui va se déduire de celle du produit I1(¢)I2(z,¢) qui concentre toute la

dépendance temporelle. On a :

<Ii()Ia(z,t) >= I?f(2) < cos(wt)sin(wt) > —I%a(z) < cos*(wt) >=

donc :

Pa(z)
T2

<F,>=

272
_ mpoprN1NoR®I a(z)dg‘(:)

2l

On attend que M(z) soit positive et décroisse avec z ('induction est d’autant moins ressentie que la bobine 2 est éloignée de la
bobine 1), ainsi a(z) > 0 est positif et %é < 0. De sorte que la force est positive.

Cette force est d’'autant plus forte que z est petit. C’est bien logique, parce que les lignes de champ s’évasent a partir de la
bobine 1 si on prend en compte la composante radiale. Lévasement se traduit par une diminution de l'intensité du champ
magnétique & mesure que z augmente. C’est cette situation qui peut conduire a une potentielle lévitation magnétique. A cette
force vers le haut s’ajoute en effet le poids orienté vers le bas évidemment. Si ces deux forces se compensent pour une altitude
donnée, on va observer un équilibre. Ce serait trés intéressant a tester en pratique!
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