Etude thermique d’un batiment - Correction

Préambule

1. Modélisation de la piece

1.a. Unité de capacité thermique volumique :J - K™1 - m

Capacité thermique de la piece: C = C, X Volume = C, Xa-b-h
C =125k K|
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1.b. On applique le 1¢r principe a l'air de la piéce de volume constant pour une durée
infinitésimale dt. La piece est supposée ici parfaitement calorifugée et recoit un transfert
thermique du radiateur. La transformation étudiée est donc isochore, on a donc:

dU = 6Q
avec:
— dU = CdT;
— 6Q = Pdt.
Finalement:
dT _ P
t CJ

1.c. La résolution immédiate de cette équation différentielle donne avec les conditions
initiales T(0) = Ty :

P
T(t) :Et+T0'
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~

Le durée ¢t; pour atteindre T; est alors :
Ty — Ty

X C =625s

tf=

Remarques : cette durée est tres courte car on a supposé I'absence de pertes thermiques
a travers les murs. Elle est bien d’autant plus faible que la puissance du radiateur est
élevée et d’autant plus grande que la capacité de la piece est grande.

1.d. On peut envisager le modele électrique comportant un condensateur (idéal)

du I

. ‘ Ly du
alimenté par une source (idéale) de courant: [ = C Fr

On obtient le schéma électrique :
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On a alors les analogies suivantes :

Electrocinétique | Thermique
u AT
[ P
C C
Remarque : On pourrait penser aussi au modele comportant une bobine (idéale)
alimentée par une source (idéale) de tension: E = L%@%zg. Compte tenu de

'analogie classique entre potentiel électrique et température (et compte tenu de la suite
de I'énoncé), il semble que le modele électrique avec le condensateur soit celui qui est
attendu.

2. Influence des murs
2.a. Aire en contact avec la piece S, = 2(a + b) - h = 65 m?.

2.b.On a un volume de béton approximativement égal a V,, » S, X L = 9,75 m3 (on

néglige « I'épaisseur des murs » ce qui sous-entend sans doute que 'on néglige un terme
en 4L>h = 0,225 m3) soit :

Conur ~ #SpLe = 21,5 M] - K1

Cmur 4 . z 7
On constate que < ~ 200. La capacité thermique des murs est donc prépondérante par

rapport a celle de I'air de la piece. Il est nécessaire de prendre cette capacité en compte
pour évaluer la durée de montée en température de la piece qui sera de fait beaucoup
plus longue !

Remarque : la piéce va monter beaucoup plus lentement en température a cause des
murs. Ce phénomene est plus marqué dans les maisons anciennes avec des murs tres
épais. Ces maisons gardent bien le frais 1'été grace a cela.

Premiere partie : équation de la chaleur
3. Généralités
3.a. Loi de Fourier j = —/’Igrm T. Le signe — traduit le fait que le transfert thermique
spontané s’effectue dans le sens inverse du gradient de température c’est-a-dire des
températures élevées vers les plus faibles, conformément au 2¢me principe de la
thermodynamique.
j(x, t) est une puissance thermique surfacique dans la direction de de I'axe Ox.
La dimension de la conductivité thermique est :
W-m2] M-L?-T3xL?
= | -

K-m™1 O xL1
Soit:

[Al=M-L- T3 07!




Dans le systéme international,onadoncAenW-m™ - K ' ouenkg-m-s™3- K1,

3.b. On effectue un bilan d’énergie pendant une durée dt sur une tranche de longueur
dx, de section S repérée par son abscisse x. On note H(t) I'’enthalpie de cet élément de
volume a l'instant t. Le premier principe pour une évolution isobare s’écrit :

H(t+dt) — H(t) = dH = §Qentrant — 9CQsortant

Avec dH = mcdT = uSdxc(T(x,t + dt) — T(x,t)) = uSdxc x o (x, t)dt
ot

Vool [
Vol Jlot) 1) Jx+dxt)
ot i e . >
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x x +dx
Le transfert thermique entrant a I'abscisse x pendant dt a travers une section S est :
8Qentrant = Ps(x, 0)dt = Jo(x,1) - Sé; = Sj(x, t)dt
Le transfert thermique sortant a I'abscisse x + dx pendant dt est:
6Qgortant = Ps(x + dx, t)dt = Sj,.(x + dx, t)dt

o

On a donc:

. . dj
6Qentrant - 6Qsortant = S] (x; t)dt - S] (x + dx: t)dt = _Sa (x, t)dxdt
Finalement :
dj

oT ]
—dt = =S —dxdt

uSdxe o 2 ox

D’apres la loi de Fourier, en projection sur I'axe Ox, j = _’12_2 soit:
T 2 0%T
M9t ~ " ax2

4. Etude en régime stationnaire
4.a. En régime stationnaire toute grandeur G se rapportant au systéme étudié est
s ., 3G
indépendante du temps soit Pl 0.
. . o%T _ d°T . N . - -
4.b. Ici on obtient s s 0 soit apres intégration et en utilisant les conditions aux

limites (T(0) = Tin, et T(L) = Topp) |T(x) = % X+ Ty

T)\




4.c. On peut définir la température moyenne T,,,,, intuitivement par :

_ Tint + Text
=T

T

L Lo 1 (L ff e
Plus précisément, on peut définir T, par Tp,o, = i ) o T (x)dx. Cette définition redonne
alors le résultat intuitif.

La loi T(x) étant affine, on a T(xp) = Thmoy aVeC|x, = g

4.d. D’apres la loi de Fourier, j(x) = —/’lg—zz —/’I@C‘:efjo. Cette densité de flux

thermique est indépendante de x et dirigé dans le sens Ox positif.

4.e. La puissance du radiateur doit compenser les pertes a travers les murs. Ces pertes
sont égales a j Sy~ On a donc :
. Tint - Text
P =j,S, = ATZ(a +b) - h =6,5kW
Commentaire : le radiateur n’est pas assez « puissant ». Il faut isoler davantage la piece
(ou installer d’autres radiateurs !).

5. Résistance thermique

5.a. Loi d’Ohm locale : Jyoc = VE.
Tableau récapitulatif

Diffusion thermique électrique
Loi ﬁch = _Aﬁ T jélec =Y gI’?l) 4
Conductivité thermique A y
Grandeur intensive dont
I'inhomogénéité est la cause Température Potentiel électrique

du phénomeéne de transport

Puissance thermique | Intensité de courant électrique
Débit de la grandeur

transportée o =P = j]jth -dS I = fffe’lec -dS
S s
A int™ fex int ™ fex Jo . ) . -
5.b. Ry = — = toTee - Tie~Text — Ly o) pasistance thermique s’exprime en K - WL,

Dy Pperdue jOSp Asp
Application numérique : R, =~ 1,5- 1073 K- W™1|

Deuxieme partie : modélisation électrique
6. Circuit électrique
6.a. Le circuit équivalent contient deux capacités électriques auxquelles correspondent
les 2 capacités thermiques du mur et de 'air de la piece. La source de courant est
I’équivalent de la puissance thermique délivrée par le radiateur lequel alimente
directement l'air de la piece. On a donc:

— (e C;

- CZ < Cmur;

— i(t) & P.




La piéce étant a la température variable T (t), la différence de potentiel u, (t) correspond
a la différence de température entre la piece et I'extérieur soit :
ul(t) < T(t) - Text

La seule résistance thermique a prendre en compte étant celle des murs, elle semble ici
dissociée en 2 parties identiques correspondant a une épaisseur % avec une température
médiane du mur égale a T,,,,,. On a donc :

- Rl A Rmur;

- R2 « Rmur;

— Uz (t) < Tmoy - Text-

On adonc:
Electrique | i(t) | C; | C, u, (t) u, (t) R, R,
Moitié Moitié
Thermique P C | Cour| T(®) = Toe | Trmoy — Texe- intériet;re extériel}lere
du mur % du mur %

6.b. En régime continu, les condensateurs sont équivalents a des interrupteurs ouverts.
On a donc le circuit suivant :

Le méme courant parcourt les 2 résistances. On a donc:
uZ,oo = RZI « Tmoy - Text

On peut aussi exprimer u, o, en fonction de u; o, € Tjp — Tey a 'aide d’un pont diviseur
de tension :
R,
Upoo = Ujp " ———
2,00 1,00 R1 + R2
Onaalors:
R,

Toy = Text = (Tint — Text) - R +R,

D’apres la question 4.c.ona:

T T = Tint + Text _ _ Tint - Text
. . moy . ext 2 . ext ) 2
Soit 22— = (T}, — Teyr) - —— ce qui donne —2— = = soit :
2 (Tine ext) Ri+R, q Ri+R, 2
Rmur
Ry =R, =
1 2 2
7. Etablissement de I'expression d’'une impédance
R
7.a.Z, = —>—.
_ 1+]R2C2a)




Ry
1+jR2C2(L)

7b.Zy = R, +

7.c. On a le schéma équivalent :

W a— 2 |

On a donc:

i1(6) = uy (t) - <Zi1 + jcl(‘))

7.d. On passe aux amplitudes complexes :

1 Iy Iy
Iy =Uy - Z—+]C1w (:ﬂ:l = 1
Z1 Z—+jC1a) R +jCiw
= R+ TR G

Il reste a « dérouler » les calculs...
R,
” lo (R + 17 jRZCw)
1

Uh=— R,
1+iCio (Ry + 13 jRZCZw)

U. = Iy(R1 (1 +jR,Cow) + Ry)
-7 14jR,Cw +jCw(R;(1 +jR,Cow) + R,)

Iy(R; + R; + jR1R,Crw)

U, =
—1 1 + ](RzCZ(l) + R1C1a) + RzClw) - R1R2C1620)2

R.R
1+j 52
IR, TR, 2@
U1=

—  1+4j((Ry + Ry)Cy + RyC;)w — RR,C1Cow?

' (Rl + RZ)IO

8. Exploitation

8.a. A basse fréquence on a w — 0 et U;y = (R; + R,)I, ce qui est cohérent avec le

schéma équivalent en régime continu. On a de méme T(t) — Text = Rpurlo © T(t) = Tin.

On retrouve bien le résultat attendu en thermique.

A haute fréquence, on a U; = 0 c’est-a-dire T(t) = Toys...

Remarque : la notion de résistance thermique n’a de sens qu’en régime stationnaire.
L’analogie avec Iélectrocinétique n’est donc pas possible en régime variable.
L’hypothése d’'une source de courant alternative implique en outre que la puissance
thermique analogue du radiateur change de signe c’est-a-dire qu'il refroidisse autant

qu’il réchaulffe...



En moyenne celui-ci ne fournit pas de puissance a la piece. Il est normal de trouver une
température de la piece égale a celle de I'extérieur !

8.b. Lorsque €, » Oona:

R +R,
U, - :
Sur le plan électrocinétique, tout se passe comme si le condensateur C, était un

interrupteur ouvert. On a alors une capacité C; en parallele avec une résistance R; + R,.
Sur le plan thermique... 'analogie n’est possible que pour w = 0 soit U; = (R; + R,)I,.

'IO

On retrouve le cas précédent.

Lorsque €, » +ooona:
R,

Yo TFRce
Sur le plan électrocinétique, tout se passe comme si le condensateur C, était un
interrupteur fermé court-circuitant R,. On a alors une capacité C; en paralléle avec une
résistance R;.
Sur le plan thermique... I'analogie n’est possible que pour w = 0. On trouve alors
Ui = Ryly...777
On peut aussi remarquer que la tension u, est nulle dans ce cas. Cela donnerait alors
Tmoy = Text And Tint = Text"' 7?

8.c. La fonction de transfert est :

14 RR-E R, (2%
1+j((Ry + Ry)Cy + RyCy)w — RyR,C, Cow?
Il s’agit d'un filtre passe-bas. En effet, on a:
— 0w - 0,H(w) > 1;
— w - 4o, H(jw) = 0.

H(w) =

8.d. Avec ces hypotheses la fonction de transfert devient :
. 1+ % aCw
H(jw) = 2

1+j(RC+§ac)w—§ aC2w?

ja
1+ 4RCa)

H(jw) =
1+jRC (1 +%)w — 7 (RCw)?

9. Diagramme de Bode
9.a. A basse fréquence H(jw)~1 donc Ggg(w) = 0 et ¢p(w) = 0.

ja

< , . —RCw 1 b4
A haute fréquence H(jw)~ - %‘*(RCw)z = e donc Ggg(w) = —20log(RCw) et p(w) = — b

. . . 1
L’intersection se situe en w, = —



G A
a8 log w, ~ N
0 log w log w, R
0 log w
T
2

9.b. Le dénominateur de H(jw) étant un polynome complexe du 2" degré en jw, on peut

le mettre sous la forme d'un produit de deux polyndmes du 1¢r degré. On obtient avec
4

aRC '

Wy =
j
' 1+ 05
H(jw) = o ®
(1+5)(1+5)
Le tracé du gain en dB associé peut se faire par décomposition en fonctions de transfert
du premier ordre selon le schéma ci-dessous avec des notations explicites :

G

dB
A

»log w

—20dB/dec

Le gain en dB total (en points-traits-points) est alors la somme des différents gains :
Ggp = Gap1 + Gap2 + Gap3
On obtient alors :
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Gain (db)

_30 LN R oanan R i A ..II:IIE
10® 107 X 102

Omega (rad/s)

10"

Compte tenu de la valeur de ¢ = 200 on a pour w, K w K w3 un équivalent de la
fonction de transfert :

e jTaRCw 5 jTaRCw 1
_(]w)~ch 1+Do k(o 2

Le gain en dB équivalent est donc bien de —201log 2 ~ —6 dB.
9.c. Voir réponse a la question précédente.

9.d. Par lecture graphique pour un gain de —3 dB on obtient w, ~ 8 - 10 °rad - s™1. La
durée du régime transitoire est alors 7 = = ~ 12500 s ~ 3h 30min.

Wc

Troisieme partie : isolation
10. Importance de l'isolation

10.a. La résistance thermique de 'isolant supplémentaire est donnée par :
e e
R; = = ~ 0,015K-wW1
¢ /1,:Sp Ai . Z(a + b)h
Pour R, on avait trouvé 1,5 - 1073 K - W™ c’est-a-dire une valeur 10 fois inférieure. On
a bien R; = SR, avec f = 10.

10.b. Il n’est pas précisé de capacité thermique pour I'isolant. On négligera donc celle-ci.
La résistance thermique de l'isolant est mis en série avec celle du mur, soit a I'intérieur
soit a 'extérieur :



[ R R & ] L Ra ] TR =]
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Isolation par l'intérieur [solation par I'extérieur

10.c. Pour maintenir une piece a 20°C, on se place en régime stationnaire dans lequel les
condensateurs son équivalents a des interrupteurs ouverts. On a donc :

AT Tint - Text 10
Rot  Ryw +R; 0,016

Ppin = ~ 600 W

11. Isolation intérieure ou extérieure
11.a. On choisit l'isolation par I'intérieur.

11.b. En régime permanent (= stationnaire), les condensateurs sont équivalents a des
interrupteurs ouverts et en appliquant la loi d’Ohm on obtient

% = (Ri + Rmur)IO =R(1+ :8)10
R

Uy = =1
Y20 =510

11.c. La nouvelle expression de la fonction de transfert est obtenue a partir de celle de la
question 8.c. en remplacant R; par R; + R; avec R, = g et R; = fR soit R, —>§ + BR.
Apres calculs on obtient :

1+28
41+ pB)
14+j(1+%+ B)RCw — %(3 + B)(RCw)?

1+jRCw -«

ﬂint(ja)) =

Remarque:
Dans le cas d’une isolation par [l'extérieur on doit remplacer R, par R, + R; soit

R, - g + BR. On obtient alors apres calculs :

1428
41+ p)

1+j <(1 +B)+a (% + ﬁ)) RCw —%(3 + B)(RCw)?

1+4jRCw - a

ﬂext(jw) =

11.d. On peut essayer de répondre a cette question en évaluant I’équivalent du gain pour
des pulsations intermédiaires comme cela a été fait a la question 9.b. sachant que I'on a
a = 200 et B = 10. On cherche alors a retrouver la hauteur du « plateau » intermédiaire
dans le diagramme de Bode pour distinguer les 2 types d’isolations.

Onaalors w, K w K wj:

1428 28
“aq0+p Y8

4
(1+¢+8)  §

10

ﬂint(jw)"' =1

(STESTINTES



On obtient donc un « plateau » vers G4z = 0 ce qui conduit en fait a 'absence de plateau !
La figure 11.a semble correspondre a I'isolation par l'intérieur.

Par ailleurs pour le cas d'une isolation par l'extérieur :
1+2p a
RICET0) 2 _1_1
H ey (jw)~ 1 ~af 2820
@+p) +a(z+5)

On obtient ici un « plateau » vers G4z = —201og 20 = —26 dB ce qui correspond a I'ordre
de grandeur que l'on observe sur la figure 11.b qui correspondrait a l'isolation par
I'extérieur.

0 s 0
-5}
=
e
= ~15
®
(L}
=20}l
-25
~30 i i e Yoy & Riie soli i AR it ncmi @ aman s Pt
a) 10°° 10° 10* & 3 5 10° 10° 10° 10? 10° 10!
Omega (rad/s)

Omega (rad/s)
Isolation par I'intérieur Isolation par I'extérieur

On peut alors évaluer les pulsations de coupure :
— pour l'isolation par l'intérieur wy,; = 4-10"*rad - s™! © 7;,,, ~ 2500 s;
— pour l'isolation par 'extérieur we = 2-107°rad - s™1 & 7., = 50 000 s.

Commentaires :

Par rapport au cas sans isolation, l'isolation par lintérieur diminue le temps
caractéristique ce qui signifie que ce type d'isolation permet de réchauffer rapidement
une maison. Par contre, la maison sera sensible aux variations de température
(jour/nuit ou d'un changement de temps ou été/hiver). C'est bien pour une maison qui
n'est pas toujours habitée ou quand l'isolation par I'extérieur n'est pas possible

Dans le cas de l'isolation par l'extérieur, le temps caractéristique du régime transitoire
est plus grand (7. > Tin)- Cela peut s’expliquer par le fait qu’il y a plus d'inertie
thermique due au mur maintenu a une température proche de la température intérieur.
L'isolation par l'extérieur apporte donc du confort car il y a de faibles variations de la
température a l'intérieur de la maison lorsque la température extérieure change. Par
contre lorsqu’il faut chauffer pour «rattraper» une différence de température
importante, le processus est plus long.

Quatrieme partie : prise en compte des échanges a la surface
12.
12.a. hs’exprimeen W - m™2 - K™1.

12.b. Flux « sortant » donc positif si T(L) > Tey : @ = hS(T(L) — Texe)-

12.c. On peut associer une résistance thermique a ce flux conducto-convectif :

11



R _Ar_1 15-103K-W1!
e" d  hS

R.
OnaR. =R =L
e mur 10

12.d. R, augmente légerement l'isolation de la maison. On peut évaluer la nouvelle
puissance a délivrer :
AT
P =
Re + Ryur + R;
Le radiateur prévu semble suffisant dans le cadre de ce modele...

~ 550 W

12.e. Le sol ajoute de l'inertie thermique (capacité thermique C,,). Il crée aussi des
« ponts thermiques » (cf. photo figure 1 de 1'énoncé au niveau du sol du premier étage)
que I'on peut modéliser par une résistance thermique en paralléle du mur.

La fenétre modifie la résistance thermique des murs car elle diminue la surface du mur
en lui-méme, mais ajoute une résistance thermique en paralléle du mur.

’—_( R.gu\ ey

— — 1 1

12.f. Nous avons négligé :
— le rayonnement thermique ;
— les ponts thermiques au niveau des étages ;
— la présence d'une éventuelle ventilation (VMC).
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