s

e

1.4 Circulation d’un champ de vecteur

On définit la circulation d’'un champ de vecteur a un instant t si
le champ n’est pas stationnaire. On omettra le temps t dans A(M,t)
pour ne pas alourdir les notations. Considérons un déplacement élé- -
e ek . : d OM
mentaire d OM a partir du point M.
Par définition, la circulation élémentaire du champ de vecteur A(M) le long de
ber Sy
ce déplacement élémentaire est le produit scalaire 6% = A(M)-d OM .
Attention | Ce n'est pas a priori une différentielle, c’est-a-dire la variation élé-

— -
mentaire d’une fonction du point f: 8% = df = f(M')—f(M), avec MM =d OM .

Par exemple, le travail élémentaire d’une force F(M) s’exergant sur un point

_

e e 4
matériel qui se déplace de d OM est une circulation : SW = F(M)-d OM .

La circulation d’'un champ de vecteur le long d’'un contour orienté vy allant de
M; a M, estla somme des circulations élémentaires sur ce chemin, et dépend a priori

M, &5
du chemin vy choisi pour aller de M; a M, : %}%_}Mz: j AM)-d OM .
M,

1

On a en conséquence %’X,,‘_)Mf —%X,,z_)M‘ .

;
i

|
|

M,

M,

R .
Si y est fermé, on note "= SBA(M)-d OM la circulation, a priori #0.

Y

1.5 Flux d’un champ de vecteur

On définit le flux d’'un champ de vecteur & un instant ¢ si le champ n’est pas
stationnaire. On omettra de nouveau le temps tdans A(M,t) pour alléger les notations.

Considérons une surface élémentaire d.% autour &2y
d'un point M. Cette surface est limitée par un contour élémen-

taire fermé y dont I'orientation détermine, grace a la régle du -
tire-bouchon, celle du vecteur surface d°.# (de norme d?.”

et orthogonal & I'élément de surface).

Le flux élémentaire du champ A(M) a travers d°.% est égal au produit scalaire

i

d?® = A(M)-d2. . Son signe dépend de l'orientation de d2.7 .

Le flux @ d’'un champ de vecteur a travers une surface finie . est défini de

la fagon suivante :

— Si la surface s’appuie sur un contour fermé y orienté :

D, = ﬂ AM)- .7 .

Z(Y)

Ce flux dépend a priori de la surface ®
& choisie s'appuyant sur y.

Comme le montre la figure ci-contre,
les vecteurs surface élémentaires sont
orientés grace a la regle du tire-bouchon
dés que le contour vy I'est.

— Si la surface . est fermée, tous les vecteurs
surface élémentaires sont orientés par conven-
tion de lintérieur vers l'extérieur. Le flux du

champ A(M) est alors noté ainsi :
@, =#A(M).d252.
7

dzj,

2y

................

A(M)

@Eiie»

.7 fermée

e



2.1 Gradient

Définition dans un systéme de coordonnées cartésiennes

]
L’opérateur gradient, noté grad, est un opérateur linéaire qui s’applique a un

E
champ de scalaire V(M) et le transforme en champ de vecteur: gradV e RS,

v
ax
v
y
vV
oz

—_—
gradV = sur la base de coordonnées cartésiennes (&,,€,,€;) . i

Remarque : on introduit parfois I'opérateur « nabla », noté V, dont I'expression
5
X

— ), -
en coordonnées cartésiennes est V = % , si bien que gradV =VV.

d

0z
Définition intrinséque
Lorsqu’on passe du point M(x,y,z) au point M'(x+dx,y +dy,z+dz) infiniment
aV eA% aV

proche, la fonction V varie de dV = a—d —a7dy+5——dz gradV d OM
Cette relation fournit la définition intrinséque (indépendante du systéme de coor-
R

données choisi) de I'opérateur grad :

Lors d’'un déplacement élémentaire d OM au voisinage d’un point M, Vvane |

eaesa

' dedV, avec dV = (gradV)(M)-d OM :

Expression dans un systéeme de coordonnées cylindriques

-2 A B
Puisque d OM =dré, + rdegy +dze,,ona:

IV IV A% IV 19V IV
av=ar+ Vo5 a7 4r + 12 140 +.9Y 47 = gradv-d OM.
PR R Ly P e e a0

av

or

—_—

gradV = ! aag sur la base (&,,€y,6,).
av
0z

Expression dans un systeme de coordonnées sphériques

Puisque d OM dre, +rde &, + rsinode €, ona:

1% 4
P LPPRCL Ll A (BNt Gy [V SRy

dV=—dr —d9+—d —dr+
or - e ag T ar " Tr e " Tsine ag

Vv

or
e 19V g
gradV = —— sur la base (€.84,8,) -

E
rsin® do

Interprétation physique de I'opérateur gradient

—

gradV/| calculé au point M « mesure » les variations spatiales locales de V':

——

_— :
plus V varie fortement au voisinage de M, plus |[gradV/| est grand. Le vecteur gradV

indique la direction et le sens de la plus grande variation locale de V.

2.2 Rotationnel
Définition dans un systéme de coordonnées cartésiennes
R —

L'opérateur rotationnel, noté rot , est un opérateur linéaire qui s’applique a un

s S,
champ de vecteur A(M) et le transforme en champ de vecteur: rot A e RS.

) A aAz aA,V
—_— X O T e
ax dy oz
fmre o 0 JdA, O0A S
rot A= Sy ALA, = a—zx_a_xz sur la base (é,,6,,€,).
0] | oA
o) z e ady

Remarque : rot A=V AA.




Définition intrinseque
. . . SR = . . Z1.4
Pour donner une définition intrinséque de rot A, on calcule la circulation élé-

mentaire 8°% de A le long d’un contour fermé. Ce contour étant élémentaire, peu im-
porte sa forme : on choisit un rectangle de c6tés dx et dy.

4

d>.¥ =dxdys,

—_—

-, = - 1 e ‘ R
8% = AM)- MM+ A(My) - MiMo+ A(My) - MpMg -+ A(Mg) - MaM . Or :

—_— — —_—
AM)- MM, = A(M;)- MM, , puisque MM, =dxé, est déja d’ordre 1 en dx, et de méme
AM,)- MM, = A(M,)-M;M, . On a don :

8% =[ AM,) - AMy) |- dx8, +[ AMy) - AM;) |-dy8, .

JA 0A A, 0JA
827 =| —=Xdy |dx+| —Ldx [dy =| —L - ZX |dxdy, terme d’ordre 2.
o o= T -y

— p———i ) s -
Finalement 82z =|| rot A|-&, |dxdy = rot A-dxdyé, = rot A-d2.7 .
iz 74

—
Cette relation fournit la définition intrinseque de I'opérateur rot

On considére un contour élémentaire orienté y au voisinage d’'un point M, et |

I
| 7 le vecteur surface élémentaire d’une surface quelconque s’appuyant sur y. La
| circulation du champ vectoriel A sur ce contour est 8% = ( rot A)(M)-d=.% .

Théoréme de Stokes

On obtient la forme intégrale de cette relation, appelée théoréme de Stokes, en
découpant en surfaces élémentaires une surface quelconque % s’appuyant sur un
contour fermé vy. On considére deux de ces surfaces élémentaires voisines (elles pos-
sedent un bout de contour commun) autour de M, et M, :

circulation totale nulle

surface -/(y) qu'on découpe
en surfaces élémentaires

i

Les contours élémentaires sur lesquels elles s’appuient sont orientés dans le
méme sens que v, si bien que la circulation sur le segment commun est comptée avec

des signes opposés dans le calcul des circulations élémentaires 5°%; et 8%, .

La circulation 8% sur le contour qui entoure les deux surfaces élémentaires

2 2 2 o 2 e T >
vaut donc §°¢" = 8¢ +8°%, = (rot A)(M;)-d°.7; +( rot A)(My)-d2.,.
En sommant les circulations sur tous les contours élémentaires, on obtient :

[ g
i SBA~d OM = ﬂ' rot A-d>.% . C'est le théoréme de Stokes.
¥ 7

|
¥

|
¥ =L —_—
La circulation du champ A sur un contour fermé vy est égale au flux de rot A
* sur une surface quelconque .~(y) s’appuyant sur y.

&y
ﬂp S(y)

‘)I
Grace a la définition intrinséque de I'opérateur rotationnel, on trouve, aprés cal-

———

culs, les expressions de rot A dans d’autres systémes de coordonnées.

Expression dans un systéme de coordonnées cylindriques

104, A

r 09 oz
T | 0A 9A S oo =
rot A= _a_zL_TrZ sur la base (&,,8;,6,).

a3

r



Expression dans un systéme de coordonnées sphériques

i 0 : A
rsin@ [55['4“’ sme] —g}

= i 94 19 L
Cacal Lr sur la base (&,,8,,8,) .
rsin® 0o rar[Aq’] & et

Y22 |

Interprétation physique de I'opérateur rotationnel

——

De 8°% = rot A-d°.% on déduit que rot A permet de quantifier le caractére
tourbillonnaire d’'un champ vectoriel au voisinage d’un point M.

RN
Prenons 'exemple d’'un champ localement radial : 8% =0= rot A=0, alors

Y =
que pour un champ orthoradial, rot A#0.
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2.3 Divergence

Définition dans un systéme de coordonnées cartésiennes

L'opérateur divergence, noté div, est un opérateur linéaire qui s’applique a un
champ de vecteur A(M) et le transforme en un champ de scalaire : divAe R.

_9A Ay A

0

X
dva-| 2 |14 :

% Vo 9y o2

9

0z

Remarque : divA=V-A.

toriel A & travers cette surface est d°® = (divA)(M)d*7 .

Définition intrinséque
Pour donner une définition intrinséque de divA, on calcule le flux d®® de A a

travers une surface fermée élémentaire entourant un volume d°>". Ce volume étant
élémentaire, peu importe sa forme : on choisit un parallélépipéde de cotés dx, dy et
dz. On adonc d®7" =dxdydz.

dxdye,

M; . sz )—'d ydz8,

- ¥ |dz
L dxdzéy

X

Considérons les flux /Z\(Mz+dz) -dxdyé, a travers la surface supérieure (qui se

trouve dans le plan de cote z+dz) et Z\(Mz) -(-dxdye,) atravers la surface inférieure

(qui se trouve dans le plan de cote z). Leur somme vaut [A,(M,, 4,) - A,(M,)]-dxdy .
Les surfaces dxdy étant d’ordre 1 en dx et d’ordre 1 en dy, le calcul de cette

somme donne %dz-dxdy . elle est d’ordre 3. Le flux total vaut donc :
0A 0A JA 0A, O0A, A

d®@ =| =X dx |-dydz+| =L dy |-dxdz+| L2 dz | dxdy =| 22+ ZY 4 %% | gdydz.
{ax } i {ay y} z‘{az i v A P TR e
Finalement d®® =divAd®7" .
Cette relation fournit la définition intrinséque de I'opérateur div :

On considére une surface élémentaire fermée entourant un point M. On note
d*7" le volume élémentaire & lintérieur de cette surface. Le flux d*® d'un champ vec-

[

Théoréme de Green-Ostrogradski

On obtient la forme intégrale de cette relation, appelée théoréme de Green-
Ostrogradski, en découpant en volumes élémentaires un volume 7" l'intérieur d’une
surface fermée ..



Expression dans un systéme de coordonnées sphériques

flux total nul d‘scb
‘ e kol e {94,
divA=— —| r<A |+ —|Aysin@|+————.
r2 ar[ ’J rsin@ ae[A" J rsin® oe
volume 71) qu'on découpe Interprétation physique de I'opérateur divergence

en volumes élémentaires

De d®® =divAd®?" on déduit que divA permet de quantifier le caractére diver-
gent d'un champ vectoriel au voisinage d'un point M. Par exemple pour un champ

localement radial et divergent : d°® >0 = divA> 0, alors que pour un champ locale-
5 ment radial et convergent : divA< 0, et que pour un champ localement uniforme :

divA=0. Par souci de lisibilité, le champ n’est représenté que dans un plan passant

par M.
On considére deux de ces volumes élémentaires voisins (ils possedent une sur- 2222
face commune) autour de M, et M, . Les surfaces élémentaires entourant ces vo- 7577
lumes sont orientées de I'intérieur vers I'extérieur, si bien que le flux a travers la surface 2222
commune est compté avec des signes opposés dans le calcul des flux élémentaires 75571
d3<1>1 et d3¢2. Le flux d®® a travers la surface qui entoure les deux volumes élémen- ;;22
. . = o8 Ba 7777
taires vaut donc d®® = d®®, + d3®, = (divA)(M;)d7; + (divA) (My)d> 7. % G L4
71 £ i . //////IIIII!\\V/\\\ ;;;;
En sommant les flux a travers toutes les surfaces élémentaires, on obtient : 22772777111 LAANNANNNN 2007
272777 T 11T VAN ANNANANN S 22y n
) 2L LB LA VNN NN NN - 27
ﬁ)?\-dzy = m‘ divA d®7". C'est le théoréme de Green-Ostrogradski. (divA)M) <0 AVAYM) =0
H
7 7(7)
1 Le flux du champ A a travers une surface fermée . est égal a l'intégrale de 2.4 Laplacien scalaire
| divA sur le volume 77(.’) a l'intérieur de .. Définition dans un systéme de coordonnées cartésiennes
L'opérateur laplacien scalaire, noté A, est un opérateur linéaire qui s’applique a
B un champ de scalaire V(M) et le transforme en un champ de scalaire AVe R.
i ot 9l e
| AV 8
oe 0 o
2 ;
Définition intrinséque
Gréace a la définition intrinseque de 'opérateur divergence, on trouve apres cal- Ona AV =div|gradV |, relation qui constitue la définition intrinséque du lapla- |

culs les expressions de divA dans d’autres systémes de coordonnées. : s
| ciende V.

iond un systeme de coordonnées cylindriques L =
e o i i . Remarque : AV =V -(VV)=V3V,
9

divA = 1__[rAr]+laﬁ+a_A£, Grace a la définition intrinséque de 'opérateur laplacien scalaire, on trouve les
ror Gl e o2 expressions de AV dans d’autres systémes de coordonnées.




AT

Expression dans un systéme de coordonnées cylindriques

2 2 2
Av—1i[ av]+ L

19[,8v 1 0%V 9%V Qv 9 1 g o
rorl or ror o> r2ae® a2

——+——,0u AV
S0 i

Expression dans un systéme de coordonnées sphériques

1 9[ 0V 18/ g felnaig Y 1 utgty
AV=——|r-—|+———|sinfd— [+ =
“ af[r 3f}+r23in639[ 39} r? sin? 6 3¢?
.1 BT a8V 2V V"' 19°
o) || == ——t— =——5[rV].
n a aussi > ar{r ar] = +ar2 o |

2.5 Laplacien vectoriel

Définition dans un systéme de coordonnées cartésiennes

L’opérateur laplacien vectoriel, noté A, est un opérateur linéaire qui s’applique
a un champ de vecteur A(M) et le transforme en un champ de vecteur AAe R3.

%A, A %A, LA
3 D o
A 2 2 2
WAL AA; > e +a Gy D1y sur la base (&,,8,,6,).
e e
AA 2 2 2
a AZ i a Az it a AZ
Ve e

Remarque : on peut trouver également la notation AA, plus explicite quant au
caractere vectoriel du résultat obtenu, mais moins utilisée.
Définition intrinseque

On en déduit apres calcul la définition intrinséque :
B = o e e A
AA= grad[divA]— rot | rot Aj.

Cette relation permet de trouver 'expression de AA dans d’autres systémes de
coordonnées.

Expression dans un systéme de coordonnées cylindriques et sphériques

Attention ! Sauf dans un systeme de coordonnées cartésiennes, les compo-
santes du laplacien vectoriel ne sont pas égales au laplacien scalaire des compo-

santes de A :

s

AA, AA,
AA#| AAy | surlabase (&,,6y,8,), et AA#| AA, | sur labase (6/,84,6,).
AA, AA,

L'expression la plus générale est lourde et trés rarement utilisée. En revanche
on calcule facilement AA dans des cas particuliers. Par exemple en coordonnées

—_—

F . 71 — “2 — 1 = = -
sphériques, si A= A¢(r, e)qp rona AA= grad[divA] — rot | rot A} ,avecici divA=0

1 9 y
rsinG%[A"’smeJ a,(r,0)
=== 3 19 N -
et rot A= _75;[“4@’1 =a=|gy(r,0) |. On calcule alors :
0 =0
1 _|_9%
rsin®| 0o 0
e 1 9a,
rot a= ——L 0
rsin® do | 2 e o
1| 0 oa ——| A, || ——— i
7[5[@9]‘3—5} rar2[A“’J rae[rsine ae[%sm@ﬂ

192

2L %]

; & 19 1 0 -
Finalement, dans ce cas : AA= NN (N i
{ 7 aeLine 6 [4 sme]]}eq,.

2.6 Formules utiles

Les formules intrinseques suivantes peuvent par exemple étre démontrées en
coordonnées cartésiennes.

—_— — 3 T
rot |gradV =0 div{ rot A}:O.

. A A " o=
div(VA) = VdivA+gradV - A.

_— 5 (=== _ -
rot (VA)=V rot A+gradV A A.
R

_—_ = -

div(AAB)=B- rot A-A- rot B.

e [P o —— =5 =
rot | rot A|=grad [divA} —AA (définition intrinseque du laplacien vectoriel).

Deux théorémes intégraux dérivés respectivement des théorémes de Stokes et

e



de Green-Ostrogradski peuvent étre démontrés en utilisant les formules précédentes :

V.doM = [[ 25 rgradV.
$ I

Y v
v a2 = [f gradv &7 .

2.7 Théoréme de Helmholtz (complément hors-programme)

Ce théoréme assure I'unicité d’'un champ de vecteur A dont on connait le rota-
tionnel et la divergence en tout point M d’'un volume 7" contenu dans une surface

fermée .7, & condition qu'on connaisse les conditions aux limites : A(P)-N en tout
point Pde .7, ol N est la normale extérieure a.5” en P.
N
£~ v AP)

Pour un champ de scalaire, le théoreme de Helmholtz assure I'unicité de V’c‘Jont
on connait le /aplacien en tout point M de 7; & condition qu'on connaisse les conditions

A _
aux limites : V(P) ou gradV -N en tout point de ..

Ces théorémes d’unicité fonctionnent également quand le volume 7" est infini,
a condition de connaitre les conditions aux limites en l'infini.

3.1 Champ a circulation conservative
Définition et propriétés
Les propositions suivantes sont équivalentes :

Un champ de vecteur A est & circulation conservative
M,
e S . e
=%, ., = | A dOM estindépendante du chemin vy suivi entre M, et M,

E

=% 2 3 OM =0 sur tout contour fermé y

==V M—V M &7 =-gdV (Vestappelé potentiel scalaire)

=€ —
|3V M- VM) / A=- gradV

I
| & rot A=0 en tout point.

Les démonstrations de ces équivalences ne sont pas au programme. Nous al-
lons nous limiter & démontrer quelques implications :
— Supposons %L‘_)Mz indépendant du chemin suiviy (d'od : « champ A & circulation
conservative »). Considérons un contour fermé y quel-
conque et deux points distincts M; et M, sur ce contour.
En suivant y on a alors deux chemins différents v, et vy,

permettant d’aller de M; a M, . D’aprés notre hypothése :
%){;,‘_)Mz: %}\’;‘_)Mz . Avec l'orientation de y précisée sur le My ¥
schéma ci-contre, on a & "= ?X},‘_)Mz—%}(j,‘_mz: 0, ce qui montre bien que :
= —_

&= (f)A~d OM =0 pour tout contour fermé.

v
— Supposons de nouveau que %L_)M est indépendant du chemin suivi y. Ceci si-
gnifie que la circulation entre M, et M, ne dépend que de ces deux points, donc qu'il

existe une fonction V du point M telle que ?XA‘—%: V(M;)-V(M,), soit :

s _
3% = A-d OM =-dV, pour une circulation entre deux points infiniment proches. Com-

— e L — —> —
me on a aussi dV =gradV-d OM, on en déduit A-d OM =-gradV-d OM pour tout

— o —
déplacement élémentaire d OM , ce qui n’est possible que si A=—gradV .

=i —_—
— Supposons & 7= gSA~d OM =0 sur tout contour fermé. Le théoréme de Stokes im-
Y

L — —_— . .
plique alors que SﬁA-d oM = J‘J‘ rot A-d2.% =0 quelle que soit la surface .% s’ap-
g4 Z()

s £ o
puyant sur vy, ce qui n'est possible que si rot A=0 en tout point.

Une conséquence fondamentale de ces équivalences est la suivante : quel que
e

soit le champ scalaire V, le champ A=—-gradV est & circulation conservative, donc

— — =
son rotationnel est nul en tout point. On démontre ainsi I'identité rot | gradV |=0.

s



Surfaces équipotentielles et autres propriétés Un champ a circulation conservative est intense Ia ol les équipotentielies sont |

L’ensemble des points M vérifiant V(M) = Cte forme une surface appelée sur- | resserrées.

i
|
E face équipotentielle.

3.2 Champ a flux conservatif

Nous allons énoncer deux propriétés supplémentaires d’'un champ a circulation
Conservaﬁve. Déﬁnl“on et prOpl’iétéS

: . o ; Les propositions sui Squi :
| Les lignes de champ sont orthogonales aux surfaces équipotentielles. ipesiibnaistlvantosisonteglivilonss :

Démontrons ce résultat. Soit M un Un champ de vecteur B est & flux conservatif |

point de la surface équipotentielle .5 et M’
un autre point de .7, infiniment proche de

S P, = H B-d>.¥ est indépendant de la surface qui s’appuie sur y
| Z()

‘ oo, = @S B-d%.7 =0 & travers toute surface fermée .7
‘ >

—_—
M: MM’ esttangenta.”. Entre Met M’, la
variation

[

i = = S S
©3JA:M— AM) / B= rot A (A est appelé potentiel vecteur)
| & divB=0 en tout point.

s —
dV =-AM) MM =-AM)-d OM de po-

e —— S ———

surface équipotentielle

tentiel est nulle : A(M)-d OM =0, et ceci ligne de champ Les démonstrations de ces équivalences ne sont pas au programme. Nous al-
lons nous limiter a démontrer quelques implications :
— & Z a5y .
quel que soit d OM tangent a .¥” en M. On en conclut que A(M) est orthogonal au — Supposons que @ ne dépende pas de la surface . qui s'appuie sur un contour
plan tangent &.% en M : la ligne de champ passant par M est bien orthogonale au plan fermé y, mais seulement de . Considérons une surface fermée .& quelconque et un

contour fermé vy orienté tracé sur cette surface. Sur ce contour s’appuient deux sur-

faces distinctes .5 et .% dont.¥ est la réunion.
| Les lignes de champ sont orientées dans le sens des potentiels V décroissants. | @ @
| 5 1 s Gn : - = |
fp En conséquence, les lignes d’'un champ a circulation conservative ne peuvent pas étre | 5(7)
| ] {
| fermées. ‘ & !
: fermée

tangenta . en M.

Considérons pour démontrer ce
résultat une ligne de champ quel-

conque. On repére un point M le long ﬂ 7 =.: "
de cette ligne, orientée dans le sens du 3

@ ()
Les vecteurs surface élémentaires de .% et .% sont orientés en accord avec

I'orientation de y en suivant la régle du tire-bouchon. On a d’aprés notre hypothése
@, =® . En revanche, les vecteurs surface élémentaires de .7 sont orientés de

champ A, grace a son abscisse curvi-
ligne s qui est la distance parcourue /e NE
long de la ligne entre un point O et le
point M. Entre M et un point M’ sur la
méme ligne de champ, infiniment proche de M, le potentiel passe de Va V+dV, avec

: Fintérieur vers I'extérieur. Avec I'orientation de Y précisée sur le schéma ci-dessus, on
dV =-AM)-MM =-A(M)-d OM . Le vecteur MM’ est colinéaire a A(M). Suppo- ady =05, -d,=0, ce qui montre bien que =<.f_j>é-d2,7 =0 a travers toute
Z

sons-le dans le méme sens : la distance algébrique ds=MM’ le long de la ligne de

' < . s surface fermée.
champ est positive. On a donc dV = —HA(M)H-ds <0 : le potentiel décroit bien le long ee
_ . — Supposons qu'il existe un champ de Z B = A
d’une ligne de champ. D’autre part, a dV constant, a A P YRGteun A6l que. B /o84, On 4 alors

AM)|=|dV /ds| 7 si ds ™.
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d'aprés le théoreme de Stokes : ﬂ BT = [[ rot AdF =A-dOM. Le flux
F(v) Z(v) Y
de B & travers une surface . s’appuyant sur un contour fermé y ne dépend pas de .&
mais seulement de .

— Supposons que @ g = @B-dzy =0 a travers toute surface fermée. Le théoréme
>

de Green-Ostrogradski implique alors que :

o, =qbB- 27 = divBd®7" =0 dans tout volume 7" limité par une surface fer-
24
Z 7(F)

mée, ce qui n’est possible que si divB=0 en tout point.
Une conséquence fondamentale de ces équivalences est la suivante : quel que
o~ ey
soit le champ vectoriel A, le champ B= rot A est a flux conservatif, donc sa diver-

ey
gence est nulle en tout point. On démontre ainsi l'identité div{ rot A} =0.

Tubes de champ et autres propriétés

Le flux de B se conserve le long d’un tube de champ, d’ol « champ B a flux
| conservatif ».

Démontrons cette pro-
priété. B étant a flux conser-
vatif, le flux de B & travers la
surface .7’ fermée, réunion de
deux sections . et %5 d'un
tube de champ et de la sur-
face latérale du tube entre
ces deux sections, est nul. B

étant par définition tangent au tube, B~d2%t =0 sur la surface latérale donc son flux
a travers la surface latérale est nul. Les vecteurs surface élémentaires de .4 et .4
sont orientés dans le sens du champ B alors que les vecteurs surface élémentaires
de . sont orientés de l'intérieur vers I'extérieur. On a donc bien, avec l'orientation de
Y précisée sur le schéma ci-dessus : @, = P o =Dt P g = 0=> Q5 =Dg.
=
0
Considérons maintenant un tube de champ é/émentaire qui entoure une ligne

de champ entre deux points M; et M, . Les sections droites d°.% et d®>.% de ce tube
passant par M, et M, sont infiniment petites.

La conservation du flux de B le long de ce tube de champ implique que :

B-?% =B, %, or B et > sont colindaires pour un tube de champ élémen-

taire : B[ 2.7 =|B,|-d*.55. On en déduit que si d%.5% < d?.5 alors 1B:|> |3

tube de champ élémentaire

d>%

| Un champ a flux conservatif est intense 12 ou les lignes de champ sont resser- |
| rées.



