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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Les calculatrices sont autorisées

* Les résultats numériques exprimés sans unité ou avec une unité fausse ne seront pas
comptabilisés.

* Les explications qualitatives des phénomeénes interviennent dans la notation au méme titre
que les calculs.

*  Tout résultat fourni dans 1’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme s’il n’a pas été
démontré par le candidat ou la candidate.

Données

Célérité de la lumiere dans le vide : ¢ = 3,0 - 10° m.s~!.
Permittivité diélectrique du vide : gy = 8,9 - 1002 Em™.
Perméabilité magnétique du vide : gy = 47 - 107 Hm™".

Conductivité du cuivre : o = 5,9- 10’ Q '.m™".

. f 2 .
Epaisseur de peau : § = m (w : pulsation).

Transmission d’énergie électrique sans fil

L’électricité de demain pourra-t-elle se passer de fils €lectriques ? La nécessité actuelle de suppri-
mer les fils et réduire I’encombrement, ou encore la multiplication des appareils électriques a faible
consommation contribuent au développement des techniques et dispositifs de transmission d’énergie
sans fil, inspirés des travaux pionniers de Nikola Tesla au début du XX° siecle. Les applications sont
nombreuses et touchent divers domaines (voir figure 1) : de I’'usage domestique (recharge d’appareils
avec batteries, alimentation de petits appareils courants) au monde industriel (recharge de voitures
électriques, applications diverses de la transmission de puissance, pour les trains par exemple), en
passant par la médecine (apport d’énergie €lectrique aux implants, sans effectuer d’opérations chirur-
gicales lourdes).

Ficure 1 - Quelques applications de la transmission d’énergie sans fil, de gauche a droite : recharge
de téléphone portable, recharge sans fil d’une voiture Nissan Leaf®, pacemaker.

11 existe aujourd’hui différents moyens de transmission de puissance sans fil. Citons notamment le
couplage inductif non résonant en champ proche, le couplage inductif résonant en champ proche
(voir figure 2) et le rayonnement en champ lointain (voir figure 3). Les caractéristiques, avantages et
inconvénients de ces techniques sont donnés dans le tableau ci-aprés. Nous développerons dans cette
partie certains aspects du couplage inductif, non résonant puis résonant.

Ficure 2 — A gauche : couplage inductif non résonant en champ proche ; 2 droite : couplage inductif
résonant en champ proche.

Ficure 3 - Quelques dispositifs de rayonnement en champ lointain, de gauche a droite : antenne &
forte directivité, diode laser, antenne micro-onde.

Mentionnons que le transfert de puissance sans fil par couplage résonant a été récemment mis en €vi-
dence par I’équipe de recherche dirigée par Marin Solja¢i¢, au Massachusetts Institute of Technology
(MIT), en réalisant une transmission de puissance de 60 W avec une distance de 2 m séparant les deux



bobinages, permettant d’allumer une ampoule (voir figure 2). Ces travaux performants ont donné lieu
a une publication dans la revue Science en 2007. C’est a cette occasion que le terme « witricity »,
contraction de Wireless Electricity, est apparu.

Couplage non résonant | Couplage résonant Rayonnement
Matériel nécessaire bobines bobines antenne 2 grande directivité
Type de champ magnétique magnétique électrique
Distance de transmission faible faible/moyenne moyenne/grande
Puissance transmissible faible moyenne moyenne/grande
Interactions avec le milieu faible faible forte
Sécurité €Elevée €Elevée potentiellement dangereux

TaBLE 1 — Comparaison des différentes techniques.

COUPLAGE INDUCTIF NON RESONANT
A / Etude des bobines utilisées

Pour établir un couplage inductif non résonant entre une bobine émettrice et une bobine réceptrice,
on peut utiliser des solénoides ou des bobines « plates » 2D (voir figure 4).

Ficure 4 — Bobines utilisées.

Considérons tout d’abord le cas d’un solénoide de longueur ¢ et d’axe de révolution Oz, comportant
N spires circulaires jointives de rayon a, et parcourues par un courant d’intensité variable i(¢). On fait
I’hypothese d’étre dans le cadre de I’ Approximation des Régimes Quasi Stationnaires (ARQS) : on
calcule le champ magnétique créé par des courants variables i(f), comme en magnétostatique par le
théoreme d’ Ampere.

Al. Rappeler les équations locales de Maxwell relatives au champ magnétique B. Comment
se simplifient-elles dans I’ARQS ?

& Dans le cadre de I’ ARQS, indiquer comment on passe de 1’équation locale concernée au
théoreme d’ Ampere.

On suppose dans la suite le solénoide « infini » et on cherche a exprimer le champ magnétique BV)
en tout point M de I’espace, repéré par ses coordonnées cylindriques (r, 6, z). On admet que le champ
magnétique est identiquement nul a 1’extérieur du solénoide.

lﬁ Sous quelle(s) condition(s) 1’approximation d’un solénoide « infini » vous semble-t-elle
légitime ?

A4. En invoquant des arguments de symétrie et d’invariance de la distribution de courants, dé-
terminer la direction du champ B(M), ainsi que la (ou les) coordonnée(s) dont dépend(ent)
son module.

AS. En précisant le contour d’ Ampere choisi, montrer tout d’abord que le champ magnétique
est uniforme a I’intérieur du solénoide. En choissant un second contour d’ Ampere, déter-
miner le champ magnétique a I’intérieur du solénoide en fonction de ¢, N et i(z).

Intéressons-nous a présent au cas d’une bobine « plate », constituée (pour simplifier) de N spires
circulaires identiques, d’axe de révolution Oz et de rayon a, placées dans le plan z = 0 et parcourues
par un courant d’intensité i(#). On se place a nouveau dans le cadre de I’ARQS et on considére un
point M de I’axe Oz, de cote z > 0.

A6. Préciser, en justifiant votre réponse, la direction du champ magnétique BM) au point M.
AT7. Que dire du plan d’équation z = 0 d’un point de vue des courants ? Qu’en déduire d’un
point de vue du champ magnétique ? En déduire une relation simple entre B,(—z) et B,(z).
On donne I’expression du champ magnétique créé par la bobine « plate » au point M :
_ o Ni@a
BZ(Z) = ) (22 + 02)3/2 .

A8. Représenter I’allure de la fonction B,(z). Exprimer le champ magnétique maximal B, max»
et déterminer a quelle distance z;,, de la spire le champ magnétique vaut B, ;,,c/2, en
fonction de a.

On donne sur la figure 5 les cartes de champ du solénoide et de la bobine « plate », simulées a I’aide
du logiciel FEMM (Finite Element Method Magnetics).

Ficure 5 — Cartes de champ du solénoide (2 gauche) et de la bobine « plate » (& droite).

A9. Justifier les symétries et/ou antisymétries observées sur chacune de ces cartes de champ.

A10.Sur 1a carte de champ du solénoide, on remarque que les lignes de champ se resserrent au
sein du solénoide et qu’elles y sont approximativement paralleles. Que peut-on déduire
de ces observations topologiques ? Quelle propriété, relative au flux du champ B, permet
de le confirmer ?



B / Transfert de puissance : rendement de Yates

Modélisons a présent le transfert inductif de puissance entre deux bobines, comme celles représentées
sur la figure 6.

FiGure 6 — A gauche : systéme de transmission classique (émetteur et récepteur) utilisé dans les
chargeurs sans fil actuels. A droite : schéma et notations utilisées.

Une bobine émettrice « plate », de résistance électrique R; et d’inductance propre L;, comportant
N, spires circulaires de rayon a, est parcourue par un courant d’intensité :

i(?) = I cos(wt)

imposé par un générateur (non représenté sur la figure 6).

B1. Définir et exprimer la puissance instantanée regue par la bobine émettrice de la part du
générateur, notée Precue, en fonction de Ly, Ry, de I'intensité i(z) et de sa dérivée di/dz. En
déduire la moyenne temporelle de cette puissance (Prege) €n fonction de R; et .

Considérons également une bobine réceptrice « plate », de résistance électrique R,, d’inductance
propre L, et comportant N, spires circulaires de rayon b, située a une distance d de la bobine émet-
trice. On cherche a définir et exprimer le rendement de transfert de puissance entre les deux bobines,
dans le cas d’un alignement parfait. On rappelle I’expression du champ magnétique cré€ par la bobine
émettrice en un point M(z) de I’axe Oz :

_ Mo Ny i(®) a*
2 (22 + a2)3/z z

Pour simplifier, on suppose ce champ magnétique uniforme dans le plan de la bobine réceptrice.

B2. Exprimer le flux ® du champ magnétique créé par la bobine émettrice 2 travers la bobine
réceptrice, en fonction de i(?), a, b, d, N; et N,.

B_3- Le courant i(¢) étant variable, il apparait une force électromotrice (fem) e(#) aux bornes
de la bobine réceptrice. Quel phénomene est ainsi mis en évidence ? Donner 1’équation
locale de Maxwell a I’origine de celui-ci.

B4. Apres avoir nommé la loi utilisée, exprimer la fem e(?) en fonction de Iy, w, t, a, b, d, N,
et N». On négligera le flux magnétique propre du circuit récepteur devant le flux extérieur.

BS. En négligeant I’inductance propre L, de la bobine réceptrice, en déduire la puissance
regue par cette derniére de la part de la bobine émettrice, notée Pgepn¢, puis sa moyenne
temporelle (Pger¢) en fonction de Iy, w, a, b, d, Ny, N; et R,.

On définit le rendement de transmission de puissance par le quotient :

- (P géné)
g (P rec;ue).

B6. Montrer que le rendement peut se mettre sous la forme :

~ #02 N 2N22 a*b? w2
" RiR (d2 + a?)?

avec k un coefficient sans dimension a expliciter. Ce résultat constitue la loi de Yates.
C / Modélisation du couplage : inductance mutuelle
On propose dans cette sous-partie une modélisation plus générale du couplage magnétique, s’affran-

chissant des hypotheses faites dans la sous-partie précédente. Le couplage est quantifié¢ par I’induc-
tance mutuelle M entre les deux bobines, d’inductances propres respectives L, et L, (voir figure 7).

i1 R: ,:M ;
L,
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Ficure 7 - Circuits couplés par mutuelle inductance.

E

Q Rappeler la définition de M, ainsi que sa dimension.

C2. En appliquant la loi des mailles dans chacun des deux circuits, établir le systeme d’équa-
tions électriques couplées vérifiées par les intensités i;(z) et i,(¢).

C3. Montrer que ce systeme d’équations conduit au bilan de puissance

'mag

dr

avec &, Une quantité a exprimer en fonction de Ly, L,, M, i, et i,. Interpréter ce bilan.

Ei; = Rii\? + Ryin® +

C4. On pose la variable adimensionnée x = i, /i;. Mettre Emge sous la forme

1,
Smag = 5 122 P(x)

ol P(x) est un polyndme d’ordre 2 que 1’on explicitera.

CS. Enadmettant que Eny,, est une quantité positive, montrer que I’inductance mutuelle vérifie
une inégalité de 1a forme M < M,,,,. Exprimer son majorant M,,,, en fonctionde L, et L,.

C6. Connaissez-vous d’autres applications de tels circuits couplés par mutuelle induction
dans les domaines de I’industrie et de la vie courante ? Deux applications détaillées sont
attendues.




D / Résultats expérimentaux

Mesures sur le circuit
secondaire
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(puissance)

Bobine secondaire

Bobine primaire

Ficure 8 — Photographie 1égendée du montage expérimental.

On cherche a tester expérimentalement, & partir de matériel usuel de travaux pratiques (voir figure 8),
la prédiction théorique de Yates obtenue a la question B6 :

: #02 N12N22 a4b4 w2
T RiR,(d? + a?)?

Un générateur basse fréquence (GBF), délivrant un signal sinusoidal de fréquence f, alimente un cir-
cuit composé d’une bobine émettrice d’inductance L = 0,86 mH, dite « bobine primaire », et d’une
résistance. Un amplificateur de courant permet d’augmenter la puissance fournie a la bobine émet-
trice. On place a une distance d de la bobine émettrice une bobine réceptrice identique, dite « bobine
secondaire », mise en série avec une résistance. Deux oscilloscopes permettent de mesurer les puis-
sances moyennes regues par les bobines émettrice et réceptrice. Les bobines étant accolées, on étudie
tout d’abord la variation du rendement ; avec la fréquence f imposée par le GBE, tous les autres
parametres demeurant constants (voir figure 9).
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Ficure 9 — Evolution du rendement en fonction de la fréquence.

D1. Estimer le rendement expérimental maximal 77max, ainsi que la fréquence fi.x a laquelle
celui-ci est atteint.

D2. Quel comportement en fréquence pouvait-on prévoir par la loi théorique de Yates ? Ce
comportement est-il vérifié expérimentalement ? On pourra distinguer le cas des basses
et hautes fréquences.

En réalité, chaque bobine souffre d’effets capacitifs associés aux différents matériaux isolants séparant
les spires. On propose de déterminer un ordre de grandeur de cette capacité parasite Cj.

D3. Rappeler I’expression de la pulsation propre wy d’un oscillateur électronique LC en fonc-
tionde Let C.

D4. En supposant que le rendement soit maximal pour la pulsation wy, en déduire la valeur

de C,,.
On cherche ensuite a sonder expérimentalement I’influence d’un désalignement des bobines sur le
rendement. Les résultats sont présentés sur la figure 10.
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Ficure 10 - Evolution du rendement en fonction du désalignement entre les bobines. Chaque série de
mesures est effectuée & écartement longitudinal entre bobines d fixé.

DS. Interpréter 1’évolution observée. Justifier qualitativement que 1’effondrement du rende-
ment soit plus important lorsque d est petit.

On sonde enfin I’influence de I’orientation relative des bobines sur le rendement. Les résultats sont
reportés sur la figure 11.
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Ficure 11 — Evolution du rendement en fonction de 1’angle entre les bobines.

D6. Commenter les résultats obtenus. Proposer une justification qualitative, en lien avec les
cartes de champ représentées sur la figure 5, permettant de comprendre le contraste avec
les résultats obtenus & la question DS.



COUPLAGE INDUCTIF RESONANT

E / Fonction de transfert

Pour observer un couplage inductif résonant, ajoutons au montage de la sous-partie C des conden-
sateurs identiques de capacité C dans les circuits primaire et secondaire. On définit le coefficient de
couplage k = M/M,,,, entre les deux circuits, M représentant 1’inductance mutuelle. Du point de vue
des calculs, les circuits couplés sont équivalents au circuit représenté sur la figure 12.

i 1-k)L (1-k)L
R R o

PR - 1 4

w|(D +C kL —C |, £

Ficure 12 - Circuit €électrique équivalent ramené au primaire.

On fournit ci-dessous sa fonction de transfert en sortie ouverte :
H= Y _ jwLk
~ v, R+jw(L+RC)-2w*RLC + jw3CL2(k* - 1)
ol w désigne la pulsation. On donne les valeurs numériques des composants : R = 10 Q, L = 0,86 mH,
C = 30 nF. Rappelons que j* = —1.
E1l. Dans la limite ob les bobines primaire et secondaire sont infiniment éloignées, quelle
valeur attend-on pour le coefficient k£ ? Qu’en déduire concernant la tension v, aux bornes

du circuit secondaire, d’apres la fonction de transfert ? Vérifier cette valeur en analysant
le circuit équivalent.

E2. Donner le schéma équivalent du circuit aux basses fréquences, et en déduire la valeur
asymptotique de v,. Est-ce cohérent avec I’expression de H ?

En utilisant I’expression de la fonction de transfert, on trace, pour une valeur de k arbitraire, le dia-
gramme de Bode de ce systéme représentant 1’évolution du gain en décibels G4z = 20log|H| en
fonction de la fréquence f (voir figure 13).

E3. Interpréter les comportements aux basses fréquences et hautes fréquences, en comparant
les pentes des asymptotes (en dB/décade) mesurées sur le diagramme de Bode et celles
déduites de I’expression de H.

Dans le cadre des hypotheses k£ < 1 et R < Lw satisfaites expérimentalement (on les vérifiera dans
la sous-partie suivante), on peut montrer que la fonction de transfert est approchée par :
k
He ——————
~ 1+jwRC-w?LC

E4. Mettre 1a fonction de transfert simplifiée sous la forme canonique suivante :
Hy

H= - 3
] [w w
15(5)(5)

et identifier les parametres Hy, Q et w, en fonction de k, R, L et C.
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Ficure 13 - Diagramme de Bode en gain, obtenu pour £ = 0,01.

BJ. Déterminer I’expression de la fréquence de résonance du systéme f; en fonction des pa-

rametres du circuit puis la calculer numériquement. Commenter.

E0. Lafréquence de résonance f; dépend-elle de k ? Expliquer en quoi ce résultat est particu-

lierement intéressant, dans I’ objectif d’un fonctionnement a récepteur mobile.



F / Résultats expérimentaux
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Ficure 14 — Photographie 1égendée du montage expérimental.

On met en ceuvre le montage de la figure 14 en choisissant les valeurs des composants suivantes :
R =10Q, L = 0,86 mH, C = 30 nF, puis on trace son diagramme de Bode en gain (voir figure 15).
Celui-ci fait nettement apparaitre un phénomene de résonance.
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Ficure 15 - Diagramme de Bode en gain expérimental : évolution du gain en décibels en fonction de
la fréquence.

F1. Comparer la fréquence de résonance expérimentale 2 la prédiction théorique de la ques-
tion ES.
Le rendement de la transmission de puissance est essentiellement fixé par deux parametres : le

coefficient de couplage k entre les circuits primaire et secondaire, ainsi que le facteur de qualité Q
des oscillateurs RLC couplés.

F2. En analysant le diagramme de Bode en gain expérimental, déterminer la valeur de k.
L’hypothese k < 1 faite dans la sous-partie précédente est-elle validée ?

F3. En détaillant votre méthode, estimer la valeur du facteur de qualité Q et la comparer &
son expression obtenue a la question E4.

La figure 16 représente les évolutions comparées du rendement de la transmission de puissance en
fonction de la fréquence, pour le couplage non résonant et le couplage résonant.
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Ficure 16 — Evolution du rendement en fonction de la fréquence.

F4. Estimer le rendement maximal Tmax €0 couplage résonant ; commenter.

& Le choix de la fréquence de travail vous semble-t-il déterminant dans le cadre du cou-
plage inductif résonant ? Comment choisir les valeurs de R, L et C pour optimiser la
transmission de puissance ?

F6. Afin daccroitre encore le couplage, on trouve dans la littérature d’autres systémes consti-
tués de plusieurs résonateurs (voir figure 17) ou d’un noyau ferromagnétique (non appro-
prié dans le cas d’un récepteur mobile). Quel pourrait étre 1’intérét de tels dispositifs ?

Ficure 17 — A gauche : association de cinq résonateurs en ligne (ou répéteurs) ; 2 droite : résonateurs
diélectriques céramiques de permittivité élevée.



G / Travaux de recherche

Comme montré dans la sous-partie précédente, le rendement de puissance est d’autant meilleur que
la résistance électrique des circuits est petite, pour des valeurs de L et C fixées.

Dans les travaux de Marin Solja¢i¢ parus en 2007 et évoqués en introduction, les bobines sont consti-
tuées d’un fil de cuivre de longueur totale £ et de rayon a = 3 mm, enroulé selon une hélice de
n = 5,25 tours, de rayon r = 30 cm et de hauteur # = 20 cm, comme le montre la figure 2 (photogra-
phie de droite). On note o~ la conductivité électrique du cuivre. La fréquence de résonance mesurée
vaut 9,90 MHz. On trouve dans la publication une expression théorique de la résistance ohmique Ry
des bobines en fonction des grandeurs o, ¢, a, et de fagon plus surprenante de la pulsation w :

uow £

Ry= [— .
0 20 4na

G1. Estimer numériquement la longueur totale £ du fil de cuivre, puis sa résistance électrique
Ry a la résonance.

G2. Quel effet est responsable de la dépendance de R, avec w ? Proposer une modélisation
simple permettant de retrouver, aux facteurs numériques pres, 1’expression de R,.

G3. En comparant le rayon a & une distance caractéristique du phénomene, justifier que ’effet
invoqué a la question précédente doive étre pris en compte a la fréquence donnée.

Partant de cette expression de Ry, le facteur de qualité théorique Q des circuits est estimé & 2 500, alors
que la valeur mesurée est seulement de Q = 950 + 50. Les auteurs de ’article pensent que cet écart
est principalement di a 1’effet d’une fine couche d’oxyde de cuivre faiblement conducteur, déposée
sur la surface du fil de cuivre.

G4. Montrer que cette explication semble cohérente avec le raisonnement développé aux
questions précédentes.

Pour décrire le phénomene de résonance dans le fil, les auteurs considerent un profil de courant de la
forme x
i(x,t) = Iycos (7) cos(wt)

ol x désigne 1’abscisse curviligne le long du fil, compris entre les positions —£/2 et £/2.

GS. Commenter la forme de i(x,?) en dressant une analogie avec un autre systéme. Combien
de nceud(s) et ventre(s) de courant comporte le mode proposé ?

G6. Ce profil de courant i(x,t) est couplé 2 un profil de densité linéique de charge A(x,r)
au sein du fil. En appliquant soigneusement un bilan de charge a un fin trongon de fil
d’épaisseur dx entre les instants ¢ et ¢ + dt, déterminer A(x,t) ainsi que son amplitude
maximale Ay. Quel déphasage temporel existe-t-il entre les profils de courant et de densité
linéique de charge ?

G7. Le profil A(x,t) peut étre vu comme la superposition des oscillations d’une charge globale
qo(t) dans la premiére moitié du fil (x € [—-£/2, 0]) et d’une charge opposée —q(#) dans la
seconde moitié (x € [0, £/2]). Déterminer leur amplitude commune g, en fonction de A,
etf.

G8. Cette approche en mode sinusoidal résonant releve-t-elle de I’ARQS ? Proposer un critere
numérique permettant de confirmer votre réponse.




