
 

TD – boc 1 – Transport électrique 
 
Retour sur l’équation tridimensionnelle de conservation de la 
charge 
-> manipulation des outils mathématiques 
 
Extrait du programme : outils mathématiques 

 

 
 
1. Equation locale de conservation en coordonnées cartésiennes 
 
Compétences : réaliser des bilans sous forme globale et locale 
On considère un conducteur ohmique, constitué par un seul type de porteur de 
charge avec une densité de charge ρ(M,t), et un vecteur densité de courant !(!, !). 
En raisonnant sur un élément de volume dV = dxdydz de ce conducteur, centré en 
M(x,y,z), réaliser un schéma clair de la situation, et établir l’équation de 
conservation de la charge à 3D en effectuant un bilan local de charges. 
Utiliser finalement l’opérateur divergence pour simplifier l’expression de ce bilan. 
 
On rappelle ici que l’expression de la divergence d’un vecteur ! en coordonnées 
cartésiennes : ! =  !! !! + !! !! + !! !! 
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2. Expression intégrale de la 
conservation de la charge 
 
Considérons un volume V fixe de 
conducteur, délimité par une surface Σ 

fermée et orientée vers l’extérieur, et contenant une charge Q.  
La variation de la charge au cours du temps est associée au flux du vecteur 
densité de courant !(!, !) à travers cette surface. 
2.1 Exprimer la taux de variation de charge !"!"  entre t et t+dt de ce volume V, en 
exploitant la densité de charge locale ρ(M,t), 
2.2 Réaliser un bilan de charge pour ce volume fermé pour exprimer le taux de 
variation de charge en exploitant le vecteur densité de courant. 
2.3 Exploiter le théorème d’Ostrogradski pour retrouver l’équation locale de 
conservation : !"# ! + !"

!" = ! 
 
Le théorème d’Ostrogradski stipule que pour toute surface fermée S délimitant un 
volume V :  

!
!
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Le flux du vecteur ! est nécessairement un flux sortant avec une normale de la 
surface élémentaire !! orientée vers l’extérieur. 
 
3. Conservation de la charge en géométrie sphérique  
-> manipulation de l’opérateur divergence en coordonnées 
sphériques 
 
3. On examine un problème à symétrie sphérique (isotrope), dans lequel les 
grandeurs ne dépendent que de la distance r à un point O, choisi comme origine 
du repère. 
3.1 La densité de courant est de la forme ! = ! !, !  !!. Exprimer l’intensité du 
courant électrique sortant de la sphère de centre O et de rayon r. 
3.2 On considère le volume (calotte sphérique) compris entre les sphères de rayon 
r et r+dr, réaliser un schéma paramétré, et exprimer la quantité de charge 
contenue !" dans ce volume, à l’instant t, en fonction de la densité !(!, !). 
3.3 Effectuer un bilan des charges entre t et t+dt sur cette élément de volume, pour 
déterminer l’équation locale de conservation liant !"!"  et !(!!

!)
!"  

3.4 
On rappelle ici que l’expression de la divergence d’un vecteur ! en coordonnées 
sphériques : ! =  !!  !! + !! !! + !! !! 



 
Application à la protection contre la foudre : prise de terre 
adapté de CCP PSI 2015 
 
L’impact direct de la foudre (fig 6) sur 
une ligne électrique ou une ligne 
téléphonique génère une onde qui se 
propage dans les deux sens. Le 
courant de foudre peut atteindre 
50 000 A et générer une onde de 
tension supérieure à 106 V. Il convient 
de dévier le courant de foudre vers la 
Terre de façon à ne pas laisser se 
propager des ondes de tension qui 
pourrait endommager les appareils 
électriques des usagers. 
 
Une prise de Terre (ci-dessous) est constituée d’une coque hémisphérique 
métallique de centre O, de rayon intérieur Ra et de rayon extérieur Rb. On note gmét 
la conductivité du métal. Cette prise est enfoncée dans le sol, assimilé à un ½ 
espace z < 0, de conductivité électrique gsol.  
 
La prise de Terre se décompose ainsi en 
deux résistances hémisphériques Rmét et 
Rsol, l’une en métal de rayon intérieur Ra et 
de rayon extérieur Rb, l’autre associée au 
sol de rayon intérieur Rb et de rayon 
extérieur infini. 
 
Elle est destinée à recevoir un courant I 
provenant d’un paratonnerre. Il sera 

supposé indépendant du temps et descendant. 
On suppose que le courant qui traverse la prise de terre est radial, de densité  
𝚥 = 𝑗(𝑟)	𝑢*++++⃗  en coordonnées sphériques et régime stationnaire. 
Même si la durée de la foudre est brève, elle est suffisamment longue pour valider 
l’hypothèse de l’ARQS, et on se place dans le cadre de courants stationnaires. 
3.7  
a) Pour la conduction électrique dans le sol dans un premier temps, montrer que : 

𝑗(𝑟) = 	
𝐼

2𝜋𝑟/ 
b) En exploitant la relation entre champ et potentiel électrostatique V(r) qui 
respecte la symétrie de la situation :  
 𝐸+⃗ = −	𝑔𝑟𝑎𝑑++++++++++⃗ 	𝑉 = 	−	67

6*
	𝑢*++++⃗ , montrer que le potentiel s’exprime par 𝑉(𝑟) =	 8
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Electrocution à distance 
3.8 Cette répartition non uniforme du potentiel à la surface de la Terre explique le 
foudroiement indirect des hommes ou des animaux. 
On rappelle RH = 2,5 kW la résistance du corps humain mesurée entre ses deux 
pieds supposés distants de a = 1 m. Pour ne pas être électrocuté, le corps d’un 
homme ne doit pas être traversé par un courant supérieur à Imax = 25 mA, il doit 
donc rester éloigné d’une distance D de la prise de terre. 
a) Réaliser un schéma paramétré de la situation puis un schéma électrique 
équivalent. 
b) Trouver une première relation entre V(D+a), V(D), RH et Imax. 

c) En supposant D >> a, montrer que 𝐷 =	? @8
/9:;<=AB8CDE

 

Réaliser l’application numérique avec 𝛾GHI = 10L/	𝑆.𝑚LP et I = 5,0.104 A. 
Ce phénomène d’électrocution à distance touche-t-il plutôt les grands animaux 
(vaches, chevaux…) ou les petits animaux (lapins, renards…) ? 
 
Expression de la résistance d’une coque hémisphérique  
3.9 Pour évaluer la résistance de la prise de terre, on considère une coque 
hémisphérique homogène de conductivité électrique g, comprise entre les rayons 
Rint et Rext, parcourue par un courant radial. 
On la décompose en une infinité de coques hémisphériques élémentaires 
comprises entre les rayons r et r+dr. 
a) La loi d’Ohm permet de définir la résistance élémentaire dR : 

𝑑𝑅 =	
𝑈
𝐼 = 	

|𝑑𝑉|
𝐼 	𝑎𝑣𝑒𝑐	𝑑𝑉 =	−	𝐸+⃗ . 𝑑𝑙+++⃗ 	(é𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡	𝑑𝑒	𝐸+⃗ = −	𝑔𝑟𝑎𝑑++++++++++⃗ 	𝑉	) 

Montrer que 𝑑𝑅 =	 6*
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b) En déduire la résistance totale de la coque hémisphérique R(W) en fonction de g, 
Rb et Ra. 



3.10  
a) Etablir l’expression de la résistance globale de la prise de terre Rtot en fonction 
de  gmét, gsol, Ra et Rb, en justifiant l’association de résistances considérée. 
b) Application numérique : évaluer Rtot pour Ra = 1,0 cm, Rb = 35 cm, gmét = 6,0.107 
S.m-1. 
c) La législation en termes de sécurité électrique impose que Rtot < 25 W, est-ce 
respecté dans le cas de cette prise ? Sinon, que préconisez-vous pour remédier à 
ce problème ? 
 
4. Limite de validité de la loi d’Ohm et de l’effet Joule en régime 
variable 

 
Pour aller plus loin…. 
 
5. Résistivité d’un conducteur ohmique en fonction de la 
température 
 
Aux températures proches de la température ambiante, la résistance électrique R 
d’un barreau métallique cylindrique dépend de la température T, exprimée en 
degrés Celsius selon une loi du premier ordre en température : 
𝑅 = 𝑅^(1+ 𝑎𝑇)  avec a = 4.10-3 USI 
 
5.1 Tracer l’évolution de R en fonction de T. Que représente R0 et a ? Quelle est la 
dimension de a ? 
5.2 Donner l’expression de la résistance R du barreau en fonction de sa longueur 
L, sa section S. En déduire l’expression de la résistivité 𝜌 =	1 𝛾b . 
5.3 On néglige la dilatation du barreau (dépendance de L et S avec T), comment 
évolue alors la résistivité en fonction de la température ? 
 
On admet que chaque atome du métal cède un porteur de charge mobile (électron 
ici) et que la densité d’électrons participant à la conduction dépend très peu de la 
température. 
5.4 On définit la mobilité comme le coefficient de proportionnalité entre la vitesse 
de migration des électrons et le champ électrique à l’origine de ce déplacement. 
Comment varie la mobilité en fonction de la température ? 
5.5 On prend maintenant en compte le coefficient de dilatation a du métal, défini 
par 𝛼 =	P

I
	 dI
de
= 	 10Lf	𝑈𝑆𝐼	où 𝑙 est une dimension quelconque du matériau (rayon, 

longueur). 
a) Donner la dimension de ce coefficient. Quel est l’ordre de grandeur de la 
dilatation d’un barreau de 1 m soumis à une différence de température de 1 K ? 
b) En exploitant la dérivée logarithmique de la résistance R, évaluer la variation 
relative de résistance dR/R en fonction des variations relatives de longueur dL/L, 
de rayon dr/r et de résistivité 6g

g
. Comparer les ordres de grandeurs de ces 

variations relatives pour valider l’hypothèse d’une dilatation négligeable dans la 
variation de résistance en fonction de T. 
 
 
 
 
 



 
6. Conduction électrique et effet Hall sous l’action d’un champ 
magnétique 
 
Extrait de concours Centrale TSI 2019 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 


