
Extrait du programme de PSI 

 
En régime variable, la résolution analytique de l’équation de diffusion 
thermique s’avère hardue et peut faire appel à des fonctions mathématiques 
élaborées (fonction erreur erf …), dont la manipulation est à la marge du 
programme de la classe de PSI. Hormis dans des situations simples, cette 
équation n’a pas de solution analytique. On préfère alors employer une méthode 
de résolution numérique approchée.  
 
Dans la continuité du programme de PCSI, et en matière de rappel, nous 
présentons d’abord dans ce TD les capacités numériques nécessaires à la 
résolution de l’équation de la chaleur, puis nous l’appliquerons à des cas 
pratiques ciblés, issus de sujets de concours récents. 
 
1) Méthode d’Euler pour la résolution d’une équation 
différentielle ordinaire EDO 
 
L’équation de diffusion thermique est une équation aux dérivées partielles 
d’ordre 2, linéaire, qui couple les variations spatiales et temporelle et pilote le 
transfert thermique. On la qualifie d’EDO. 
On se limitera ici à un problème unidimensionnel où la température ne dépend 
que d’une seule coordonnée, du type : T(M,t) = T(x,t). 

En l’absence de terme source, l’équation de diffusion thermique s’exprime par : 
𝝏𝑻
𝝏𝒕 = 𝑫	

𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒙𝟐	 

 
Avec D le coefficient de diffusion thermique en m2.s-1 

 
Pour résoudre une équation aux dérivées partielles d’ordre 2, on utilise les 
approximations des dérivées partielles premières et secondes suivantes, par 
développement limité de Taylor à l’ordre 1 et 2 respectivement :  
 

∂T
∂t (x, t) ≈ 	

T(x, t + dt) − T(x, t)
dt  

 
𝜕5T
∂𝑥5 (x, t) ≈ 	

T(x + dx, t) + T(x − dx, t) − 2T(x, t)
𝑑𝑥5  

 
que l’on injecte ensuite dans l’équation aux dérivées partielles pour en déduire le 
schéma explicite de résolution. 
 
A faire : déterminer le schéma d’Euler explicite de l’équation de diffusion 
thermique (sans terme source), soit exprimer la température au point x au temps t 
+ dt : T(x,t+dt) en fonction de T(x,t), T(x+dx,t) et T(x-dx,t) les températures aux 
points x, x + dx et x – dx au temps t 
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2) Principe de la résolution par la méthode des 
différences finies 
 
La méthode des différences finies consiste en une double discrétisation de 
l’espace et du temps, pour exprimer le schéma d’Euler précédent : 
 

- on impose une subdivision régulière de l’espace, entre [0,L] par 
exemple, avec Nx+1 valeurs, de pas spatial dx, pour le profil spatial de 
température T(x) -> T(xk) 
xk = k dx pour k Î [0,1,2,… Nx] 
et (" k Î [0,1,2,… Nx-1]) xk+1 – xk = dx = L/Nx  

 
- on impose une subdivision régulière du temps, entre [0,tmax] par 

exemple, de pas temporel dt, pour l’évolution au cours du temps avec  
ti = i dt  
et (" i Î [0,1,2, …Nt-1]) ti+1 – ti = dt = tmax/Nt  
 

En appliquant les approximations des dérivées partielles premières et secondes :  
 

∂T
∂t (𝑥9, 𝑡;) ≈ 	

T(𝑥9, 𝑡;<=) − T(𝑥9, 𝑡;)
dt  

 
𝜕5T
∂𝑥5 (𝑥9, 𝑡;) ≈ 	

T(𝑥9<=, 𝑡;) + T(𝑥9>=, 𝑡;) − 2T(𝑥9, 𝑡;)
𝑑𝑥5  

 
Le schéma d’Euler explicite s’exprime alors pour l’équation de diffusion (sans 
terme source) : 

𝑻(𝒙𝒌, 𝒕𝒊<𝟏) ≈ 𝑻(𝒙𝒌, 𝒕𝒊) +
𝑲𝒅𝒕
𝒅𝒙𝟐 (	𝑻

(𝒙𝒌<𝟏, 𝒕𝒊) + 𝑻(𝒙𝒌>𝟏, 𝒕𝒊) − 𝟐	𝑻(𝒙𝒌, 𝒕𝒊)	) 
 
En algorithme python, après définition des deux tableaux de température de  
Nx + 1 valeurs : 
T1[k] prises au point xk en t + dt  
T[k] prises au point xk en t  
 

𝑻𝟏[𝒌] ≈ 𝑻[𝒌] +
𝑲𝒅𝒕
𝒅𝒙𝟐 (	𝑻

[𝒌 + 𝟏] + 𝑻[𝒌 − 𝟏] − 𝟐	𝑻[𝒌]	) 
 
Attention : cette relation ne peut être appliquée que pour 𝟏	 ≤ 𝒌	 ≤ 𝑵𝒙 − 𝟏  
et 𝟎	 ≤ 𝒊	 ≤ 𝑵𝒕 − 𝟏 
Vu les limites des domaines spatial et temporel. D’ailleurs, aux bords gauche k = 0 
et droit k = Nx vont intervenir les conditions aux limites. 
 
Remarque : schéma explicite et implicite… 
Lorsqu’on utilise une différence finie, on peut la réaliser avec une différence finie 
progressive -> schéma explicite (« forward difference approximation ») ou une 
différence finie rétrograde -> schéma implicite (« bacward difference 
approximation »), toujours d’ordre 1, telle que : 	

∂T
∂t (x, t) ≈ 	

T(x, t) − T(x, t − dt)
dt  

Le type de schéma choisi dépendra par exemple des propriétés de convergence : 
un schéma explicite ne converge que si le pas de temps dt est suffisamment faible 
par rapport au pas d’espace dx. 
 
On peut aussi choisir des différences finies centrées (d’ordre 2) telles que : 

∂T
∂t (x, t) ≈ 	

T(x, t + dt) − T(x, t − dt)
2	dt  

 
Des discrétisations plus élaborées existent aussi (méthode de Verlet, Leapfrog, 
Cranck-Nicholson, méthode à pas multiples de Runge-Kutta…) 
 
Pour l’approximation de la dérivée seconde précédente, il s’agit d’une différence 
finie centrée d’ordre 2, là aussi il existe d’autres approches.  
 
Le schéma explicite avec différence finie progressive pour le dérivée première et 
différence finie centrée pour la dérivée seconde n’est stable que si 𝑟 = 𝐷 KL

KMN
≤ 1/2 

 
3) Focus sur l’équation de diffusion : présence de terme 
source et conditions aux limites 
 
a) Présence de terme source 
 
Dans le cas où il existe un terme source dans l’équation de diffusion thermique : 
exemple d’une dissipation et d’un échauffement d’un conducteur électrique soumis 
à l’effet Joule, d’un échauffement par radioactivité, ou d’une perte par conducto-



convection, ce terme source étant caractérisé par une puissance thermique 
volumique Pv, l’équation de diffusion s’exprime par : 

 QR
QL
= 𝐷	 Q

NR
QMN

+ ST
UV

 
 
Avec 𝜌 la masse volumique et c la capacité thermique massique et 𝐷 = X

UV
 et 𝜆 la 

conductivité thermique. 
Un exemple est donné dans le sujet à suivre CCINP 2018 PSI – Modélisation 
thermique de la caténaire d’un train, avec pertes thermiques par conducto-
convection et effet Joule : 

𝜕𝑇
𝜕𝑡 = 𝑎	

𝜕5𝑇
𝜕𝑥5 − 𝑏

(𝑇 − 𝑇]) + 𝑑 
Le terme en – b(T-Te) représentant les pertes par flux conducto-convectif et  
d l’échauffement par effet Joule. 
 
b) Conditions aux limites spécifiques à la diffusion thermique 
-> Exemples de schéma de résolution sans terme source !!! 
 
Pour la résolution de l’équation de diffusion thermique, comme nous l’avons vu en 
cours, nous pouvons envisager principalement trois types de conditions aux limites 
pour x Î [0,L]  
 

è contact thermique parfait avec imposition de la température à une ou  
deux extrémités du domaine spatial : condition de Dirichlet 
 

T(x=0,t) = T0(t) et/ou T(L,t) = TL(t) -> valeurs de température éventuellement 
dépendantes du temps aussi.  
Par exemple, prenons le cas simple d’une barre en contact avec deux thermostats, 
de températures constantes T1 et T2. 
L’algorithme final de résolution intégrera alors : 
 
- initialisation avec les conditions initiales du profil température   
T[𝑘] = 𝑇;_;L;`a](𝑥9) -> donnée du problème pour résoudre 
 

- application des conditions aux limites T1[0] =	T1 et	T1[𝑁M]=T2 
 
- calcul répété à chaque nouvelle date t + dt de la propagation de la chaleur 
donc du profil de T1 aux points xk à partir des valeurs de la température T aux 
points xk, xk+1et xk-1 et au temps t : 
𝑇=[𝑘] ≈ 𝑇[𝑘] + dKL

KMN
(	𝑇[𝑘 + 1] + 𝑇[𝑘 − 1] − 2	𝑇[𝑘]	)  pour 1	 ≤ 𝑘	 ≤ 𝑁M − 1 

Soit une traduction en code Python boucle :  for k in range (1,Nx) 

è flux de chaleur imposé à une ou deux extrémités : condition de 
Neumann 

 
C’est par exemple le cas lors du contact avec un résistance chauffante qui impose 
un flux thermique surfacique en x = 0 : 𝑃f = 	−𝜆	

QR
QM
(0, 𝑡). La condition aux limites 

concerne alors la dérivée temporelle de la température, notée 𝜙h,  
avec 𝜙h(𝑡) =

QR
QM
(0, 𝑡) = −Si

X
 

 
Les sujets à suivre : CCINP 2018 PSI - Modélisation thermique de la caténaire d’un 
train et E3A 2023 PSI – Stockage des déchets radioactifs, illustrent ce type de 
condition aux limites. 
 
Il faut alors approximer QR

QM
(0, 𝑡) par une différence finie progressive d’ordre 1 : 

𝜙h(𝑡) =
𝜕𝑇
𝜕𝑥
(0, 𝑡) ≈

𝑇(𝑥=, 𝑡) − 𝑇(𝑥h, 𝑡)
𝑑𝑥  

 
Donc 𝑇(𝑥h, 𝑡) = 𝑇(𝑥=, 𝑡) −	𝜙h(𝑡)	𝑑𝑥 
 
Remarque : on peut aussi choisir une différence centrée d’ordre 2 pour exprimer  
QR
QM
(0, 𝑡) etc…. 

 
L’algorithme final de résolution intégrera alors : 
 
- initialisation avec les conditions initiales du profil température   
T[𝑘] = 𝑇;_;L;`a](𝑥9) -> donnée du problème pour résoudre 
Et application des conditions aux limites : selon l’exemple précédent  
𝑇[0] = 𝑇[1] − 𝜙0	𝑑𝑥 -> à l’instant initial 
 
- calcul répété à chaque nouvelle date t + dt de la propagation de la chaleur 
donc du profil de T1 aux points xk à partir des valeurs de la température T aux 
points xk, xk+1et xk-1 et au temps t, en intégrant les conditions aux limites :  
 
𝑇=[𝑘] ≈ 𝑇[𝑘] + dKL

KMN
(	𝑇[𝑘 + 1] + 𝑇[𝑘 − 1] − 2	𝑇[𝑘]	)  pour 1	 ≤ 𝑘	 ≤ 𝑁M − 1 

Et 𝑇=[0] = 	𝑇=[1] − 𝜙h	𝑑𝑥 -> seulement en x = 0 
 

è condition mixte avec flux et température imposés 
 

C’est par exemple le cas lors d’échanges conducto-convectifs à une interface 
solide/fluide, pilotés par la loi de Newton, par exemple en x = L 
 



−𝜆	 QR
QM
(𝐿, 𝑡) = ℎ(𝑇(𝐿, 𝑡) − 𝑇lam;K]) où h est le coefficient d’échange conducto-

convectif et Tfluide la température du fluide en contact. 
Il faudra alors de nouveau  
 
Le sujet CCINP 2018 PSI - Modélisation thermique de la caténaire d’un train, 
présente un exemple de traitement de cette condition mixte, avec en sus prise en 
compte d’effet Joule. 
 
 
4) Exemples d’application classiques 
 
a) Barre de fer initialement à température uniforme au contact de 
deux thermostats à ses extrémités 
 
On s’intéresse ici à une barre conductrice, d’épaisseur négligeable, calorifugée sur 
sa surface latérale, de longueur L = 1 m et de coefficient de diffusion D = 10-5 m.s-2. 
 
Initialement, la température est T1 = 20 °C en tout point de la barre. Celle-ci est 
placée au contact de deux thermostats de température T1 = 20 °C en x = 0 à une 
extrémité et T2 = 100 °C en x = L à son autre extrémité. Les conditions aux limites 
sont donc de type Dirichlet. 
 
On souhaite tracer l’évolution de la température le long de la barre pendant 5 
heures. 
On choisit de tracer à un instant t la température aux différentes positions le long 
de la barre dans un tableau unidimensionnel. On mettra à jour la température le 
long de la barre des temps t = 0 à t = tmax par pas dt de 1 seconde.  
On souhaite tracer la courbe des températures le long de la barre toutes les 600 
secondes (=10 min). 
 
Remarque : on aurait pu constituer directement un tableau bidimensionnel des 
profils de température au cours du temps. 
 
Pour la discrétisation spatiale le long de la barre, on choisit Nx = 100 points.  
 
Compléter l’algorithme suivant et tracer les courbes via Pyso :  
 
 
 
 
 
 

 
#importer les modules 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
 
#définir les constantes utiles 
D = 1e-5 
L = 1 
T1 = 20  
T2 = 100 
#définir le nbre de points pour la discrétisation le long de la barre 
Nx = 100 
#définir le temps total de simulation 
tmax = 5*3600 
#définir le pas temporel et le pas spatial 
dt =  
dx =  
r = K*dt/dx**2 
#discrétisation de x le long de la barre 
x = np.linspace(0,L,Nx+1) 
 
#initialisation de la température initiale à T1 
T=T1*np.ones(Nx+1) 
 
#création et tracé du tableau des profils de température au cours du temps avec t 
la #température en t+dt et T la température en t 
for i in range(tmax+1): 
    t=np.empty(Nx+1) # création du tableau vide de t 
    t[  ]=        # définition des conditions aux limites 
    t[  ]=   
    for k in range (  ,  ):    # calcul du tableau de température en t+dt 
         
 
    T = t # pour calculer la propagation de la chaleur à chaque nouveau pas 
temporel 
    if i % 600 == 0: # tracé toutes les 10 minutes 
          plt.plot(x,T,color='blue') 
 
plt.xlabel('Position x (en m)') 
plt.ylabel('température T (en °C)') 
plt.title('Diffusion de la chaleur le long de la barre') 
 
plt.show() 



Théoriquement, montrer que la solution en régime stationnaire s’exprime par :  

𝑇nL`L;o(𝑥) = 𝑇1+
𝑇2− 𝑇1

𝐿 𝑥	 
La solution en régime variable tend-elle vers cette limite ?  
Evaluer t le temps typique de diffusion thermique, le régime stationnaire 
est-il quasiment atteint lorsque la durée de diffusion a atteint t ? 
 
Remarque sur la stabilité : vérifier si la valeur de r est compatible avec un 
schéma de résolution stable. 
 
b) Thermalisation d’une barre de fer initialement à température 
uniforme au contact d’un seul thermostat à ses extrémités 
 
On s’intéresse de nouveau à une barre conductrice, d’épaisseur négligeable, 
calorifugée sur sa surface latérale, de longueur L = 2 m et de coefficient de 
diffusion D = 1 m.s-2. 
 
Initialement, la température est T = 1 °C en tout point de la barre. Celle-ci est 
placée au contact d’un thermostat de température T(x=0,t) = T(x=L,t) = 0 °C à ses 
extrémités. Les conditions aux limites sont donc de type Dirichlet. 
. 
On choisit de tracer à un instant t la température aux différentes positions le long 
de la barre dans un tableau unidimensionnel.  
On souhaite tracer l’évolution de la température le long de la barre pendant 1 
seconde, et on mettra à jour la température le long de la barre des temps par pas 
dt = 10-4 s.  
On souhaite tracer la courbe des températures le long de la barre toutes les 5.10-2 
secondes. 
 
Pour la discrétisation spatiale le long de la barre, on choisit Nx = 100 points.  
 
Créer l’algorithme pour tracer les courbes. 
 
 
Sujet 1 – CCINP 2018 PSI – Modélisation et ingénierie 
numérique 
 
 
 
 
 
 



 



 
 

 
Sujet 2 – E3A 2023 PSI – Physique - Chimie 



 


