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Exercice 5 : Séchage d’une éponge

> Pour que I'éponge seche, il faut que les molécules d’eau passées sous forme de vapeur diffusent
Pextérieur pour étre éliminées. Pour cela, il faut que la densité particulaire en eau soit plus faible 2
feur qu'au niveau de la partie mouillée, c’est-a-dire By, < Py (T).

> En r = R, l'air extérieur présente une pression partielle en eau By,0- En supposant que I'air exté-
se comporte comme un gaz parfait, By,o = n(Ry, t)kp T ol kg = 1,38.10 % J.K~! est la constante de
ann. On a donc:

Y _ Py

S op T

n(Ry, t) (6.6)

r=R(t), onan(r = R(t),t) = ny,. A la limite de la partie mouillée, I'eau est a I'équilibre liquide-

a la pression P, (T). En supposant que la vapeur se comporte comme un gaz parfait, on a
1= nyqks T. On en déduit :

Pl

R(2),t)= =2, 6.7

n(R(D) )= =2 ©7)

» On note ]_N’ le vecteur densité de flux de particules. La densité particulaire ne dépendant que de r,

« Ze Fick en coordonnées sphériques donne :

an(r,t) e
' Clir S
- woreur densité de flux de particules est donc radial et ne dépend que de 7.

s le cas d'un probléme de diffusion radiale en coordonnées sphériques, un tube de champ de ]_N)
- e par des lignes de champ radiales et limité par deux portions de sphéres de rayons r; et r, (voir

e 6.29).

jN (r,t):—D

7. »Faisons un bilan de particules sur la partie mouillée de I'éponge de rayon R(z). Ce systéme possede a
“instant £ un nombre de particules Ny, = §7rR3( t)ny. Le nombre de particules s’échappant par unité de

temps de la partie mouillée est donné par le flux ®(¢). Le bilan de particules sur la partie mouillée s écrit
donc: dR)

R(t
= =—3(t) — 47m.iqR2(t)T =—0(t). (6.9)
En combinant les équations (6.8) et (6.9) et en remplagant nyq = Psa(T)/ks T, on trouve I'équation
érentielle vérifiée par R(t) :

RA(1)

) ke ey
de At il PulT))

R(t) R,
> En séparant les variables et en intégrant entre I'instant initial £ = 0 ot R(t = 0) = R, I'instant final
=7 correspondant a la fin du séchage donc R(t =7)=0,0ona:

Jor (=)= (-7t

calculs de ces intégrales donnent :

1 P10 R? R?
——R2=—D(1— 2 )1: = 7= 0 = o,
6 Po(T) 6D(1—ﬂ) 6D (1—1)
Po(T)

remarque que le temps de séchage de I’éponge ne dépend que de I’humidité relative IT et aucunement
la température du milieu 7.

(@ 7=6,0.10° s=10 min.

%=2,1.10% s =35 min.

> En régime stationnaire (ou quasi-stationnaire), le flux de particules se conserve le long d'un we

—
champ de jy , on peut donc écrire ®(ry, t) = ®(r, t). En choisissant ;, =r et r,=r+dr,ona:

o®(r, t)
or

®(r, t)=®(r+dr,t) = =0.

On trouve ainsi que ®(¢) est indépendant de r.

Figure 6.29. Tube de champ pour un phénomene de diffusion radiale
en coordonnées sphériques.

4. > Calculons le flux de particules ®(¢) au travers de la sphere de rayon r et de centre O confondu
le centre de I'éponge. Lexpression de ®(¢) est :

(1) = f ix(r1)-ds,
(Sr)

—_ =
ol I'intégrale double porte sur la surface (S,) de la sphere de rayon r et dS, = dSu, est le vecteur
face élémentaire orienté vers I'extérieur de I'éponge. L'intégration se faisant a rayon r constant, on
réécrire ®(¢) comme :

an(rt
®(t)= j(r, t)ff (5= el t),
) or
d’olt
on(rt) ok ®(1)
dr ~ 4mDr?’
] 3 LRSS X (1) 4 :

5. » Par intégration de I'équation par rapporta r, ona: n(r, t) = ——— + A(t), ou A(t) est une fonction

du temps. En utilisant la condition aux limites en r = R, (6.6), la densité particulaire s’écrit :

0) (1 1 )+ Pua,0
AT\ T Ry N e T
6. > Lexpression de ®(¢) s'obtient en évaluant n(r, t) en r = R(¢) (6.7) :

Po(T) (I)(t]( 1 1) Pi,0

n(r, t)

n(R(t), t)= nyq =

ksT  4nD\R(t) R,) XsT'
Finalement, ( ]
4D Psat(T)_PHZO
= PN R LT T a7 e 6.8
(1) kT e (6.8)
R(r) Ry |



Sujet 1 issance d’une bulle de champagne

un"mW“"Pc'l bar et
tions, onaK=4,10-9 ys




Sujet 2 — Stockage déchets radioactifs

On en déduit : 2C =D,

II. C. Barriére géologique :

C 1) Pour une tranche d’épaisseur dx, pendant dt :

N(t+dt) — N(t) = [ C(x, t+dt) —Cy(x,t) 1S.dx = ZCt dt.S.dx = (1+K)). %C dt.S.dx

ot

et N(t+dt) — N(t) = [ jo(x, ) —jc(x+dx,t) 1S.dx = - BJC .dtS.dx=D.2C 4tS.dx

axz

1 o*C
, s0it D’ =D / (1+K5s).
ot 1+K ox? (1+Ks)

soit N(t) = —'DSIC° t- th(_l) ]= DSIC°(t én’n)

La pente de la courbe permet d déterminer D ; I’instant t, pour lequel 1’asymptote coupe 1’axe des
temps permet de déterminer 1, puis D’ = I / n?1;.

10) On mesure une pente de DSC, /1= 0,002 / 40 mol.jours™ ;
on en déduit D = 9,64.10"' m’s™.

L’asymptote coupe I’axe des temps pour t; = 20 jours ; on en déduit D’ = 2,41.10"? m2s™.
=D/ (1+Ks) donne Ks = 39,0.

11) En ordre de grandeur x ~+/D't , soit t’ =12/D’ = 10'* s = 33.10° ans.
En I’absence de sorption on remplace D’ par D ; on obtient t = 0,8.10° ans.

2) En régime stationnaire : % =0,d’ou Cy(x)=Ax+B
avec Cy(0) = C(0,t) = 0 et Cy(1) = C(L,t) = 0.

On en déduit : Cy(x) =Cy (1-x/1).

3) %= - %—' ; %(2: %Cz— ; ’équation vérifiée par C’(x,t) est donc identique a I’équation vérifiée
par C(x,t).
C’(0,t) = Cy(0) - C(0,t) =0 ; C’(Lt) = Co(1) - C(L,t) = 0 ; C’(0<x<L, 0) = Cy(0<x<I).

4)Onobtient: g’/ g=D".f°/f.
Le premier membre ne dépendant que de t et le second que de x, chacun est égal & une constante.

Si cette constante est nulle : g(t) = A : solution stationnaire qui ne convient pas.

Posons g’/g =-1/1 ; on a alors g(t) = A.exp(-t/t) ; T doit donc étre positif pour que g(t) — et par
conséquent C’(x,t) ne diverge pas pour t -> oc.

5)Onadonc f* =- f/D’t, d’ou f(x) = sin(—2=

) T u f(x) ( \/‘5 +9),
puis C’(x,t) = A. exp(-t/t).sin(—2— \/_ +).
Conditions aux limites : C’(0,t) =0 = A.sin(¢), d’out =0

C’(Lt) = 0 = A.exp(-t/t). sin( J_) dot —A—= nm, soit T, = P/ n*n*D’? =1,/ n%

VD't

6) La fonction Co(x) est solution du probléme d’aprés la question 2.
11 suffit (pour un physicien?) de vérifier que le terme général de la série vérifie I’équation de
diffusion, ce qui est le cas.

7) Ot = js [3.dS=-D. (%)Fl.s

D.S.C,
1

d’od ©(l,1)= 1+ 22 cos(nz).exp(— —))

n=l

) N() = jd)(l,t’).dt’= %{HZ] icos(mt).exp(Tt').dt'] =
D.S.C, [t . Zi cos(mr){r,‘ .exp(— rt_')} ]
n=1 n 0

_ D. SlC (t 22 cos(nz).—- [exp—r:_—zlt—lJ]-

9) Pourt>>1),0na:N(t) = D'SI'C" t- Zicos(nn).#(—l)) avec cos(nr) = (-1)",
n=l
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Donc :
H - soli Oh(z,t m
Sujet 3 — Transport éolien du sable E% ) _ % (Nu(o  bry1) — Voo, )
20. D’apreés le schéma de la figure 6.a, dp = vdt.dS. cos(m/2 — a) = vsina.dSdt. Alors
dN = nvsina.dSdt = Ny.dSdt. Par conséquent, par unité de surface et de temps, pour
un sol horizontal :

Ny =nvsina
Si le sol est incliné, le méme calcul est valable en remplagant I'angle a par o+ 6 (contrai-
rement au schéma de la figure 6.b, ’angle d’incidence par rapport & I’horizontale est

III. LE TRANSPORT EOLIEN DU SABLE : LE MODELE D’ ANDERSON toujours ) : Ns(f) = nvsin(a + ). On forme le rapport Ny(6)/Ny :
18. Expression du bilan de conservation de masse pendant la durée 6t sur le systéme N;(6) _ sin(a + 6) _ sin(a) cos(6) + cos(a) sin(6) = cos(8)+ sin(6) = cos(8) (1 4 tan(G))
ouvert formé par la tranche de largeur L comprise entre les abscisses z et z + dz : Ny sin o sin o tan (o) tan(a)
— la masse de la tranche est M = ph(z,t)Léz; Ce qui permet d’exprimer N,(6) en fonction de Ny comme l'indique I’énoncé :
— la masse arrivant pendant la durée 4t & travers la section d’abscisse z a pour expres- tan(8)
sion ém, = Q(z,t)Ldt; N;(6) = Ny cos(6) (1 + —)
— de méme, la masse quittant la tranche pendant la durée 6t & travers la section tan(a)
d’abscisse z + dz a pour expression dms = Q(z + dz,t)Ldt; 21. La pente de la surface repérée par ’angle 6 par rapport a ’horizontale vérifie :
Le bilan de masse s’écrit : §(6 M) = dm, — dms, soit : oh
5M h(z, t t tan(9) = -
88 ot = pLa f;’ )6t6z = Q(z,t)Lét — Q(z + dz,t) Lot = —L%Jm&t Oz
) t o z 22. En utilisant 'hypothése du modéle d’Anderson, N, (z,t) = ngNs(z,t), I'équation de
soit aprés simplification par Lézdt : la question 19 devient :
Oh(z, 1) 0Q(z, ) Oh(z,t m mn m
=— s T
" oz Pert) = (N (ot )- (o, ) = = "o (N, )-Na(o—£r, ) = =22 [N, O,

19. Le flux des grains en saltation étant constant et uniforme, il n’intervient pas dans le

N . . . . .
bilan de matiére précédent : 23. Nj(u,t) s’exprime ensuite en fonction des résultats des questions 20 et 21 :

Oh(z,t) _ _0Qr(z,t) Ns(u,t) = Npcos(f) (1 + tan(ﬁ)) = Ny cos(d) (1 + 3h/8a:) _ Mo cos(6) (ta.n(a) + 3_h)
P~ =7 or tan(a) tan(a) tan(c) Oz
On peut écrire : En reportant, et comme seuls 6 et h dépendent de z :
oQr Oh(z,t) mn mnoN or\1”
= m(Ne(z,t) — Ne(z — £, 1)) bt) __ mng e _ _ MmnolNg oh
oz ot p [N (u, t)]z—ér ptan(a) cos(f) | tan(a) + o ot

24. Si h = hy = cste, 8 = 0, et ’équation précédente s’écrit :
_ mnoNo
ptan(a)

[tan(a)]z_,, =0
car « est constant : h = hg = cste est solution de I’équation précédente.

25. La nouvelle forme de I’équation de la question 23 pour cosf ~ 1 est :

oz

Le rapport m/p a la dimension d’un volume, ng est sans dimension, et Ny, nombre de
particules par unité de temps et de surface a la dimension de I'inverse d’un produit temps
x surface. Par conséquent [¢p] = volume/(surface.temps) = vitesse.

z—£r z—b;
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26. La solution proposée s’écrit h = hg + hj exp[ikz + (7 — iw)t]. En reportant dans
I’équation différentielle, on obtient :

(v — iw)hy explikz + (v — iw)t] = —ta?ﬁikhl explikz + (v — w)t](1 — exp(—iké,))
soit
y—iw = —tm‘i‘za) ik(1 — exp(—ike,)) = — taﬁ‘;a) ik(1 — cos(kt,) + isin(kt))
En séparant partie réelle et partie imaginaire on obtient les expressions de v et w :
= ﬁk sin(ké,) = wousinu
w= ﬁk(l — cos(k,)) = wou(l — cosu)

27. La solution précédente est stable si v < 0, soit si usinu < 0. Pour k£ > 0 la condition
de stabilité s’écrit 7 < k4, < 27[27] ou encore (p — 1/2)A < £, < pA.

En d’autres termes la solution est stable si le transfert par reptation se fait entre les
creux et les bosses de la dune et vice-versa. Elle est instable si le transfert a lieu de bosse
4 bosse et de creux a creux.

28. On considére le terme de propagation.

Vp = Y= % = wplr(1 — cosu)

k

o _ , dw
dk ~ Tdu

Vg = = wolr(1 — cosu + usinu) = vy, + v,
Finalement :
Vg = Uy +Ver
29. Pour un milieu non dispersif, ¢ = v, = w/k est indépendant de w, donc k = w/c est
proportionnel & w, et v, = dw/dk = ¢ = v, Ici, vy # v, : le sable semble étre un milieu
dispersif.
Remarque : Si £, est petit devant la distance caractéristique de variation de 0h/0z,
on peut effectuer un développement limité du terme entre crochet :
on* 0%h
0x2"
ce qui conduit & I’équation aux dérivées partielles en h(z,t) :
oh___aty %
o0t tan(a)Oz?
qui n’admet pas de solution de dépendance spatiale harmonique qui soit temporellement
stable.

Oz o—t,




