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TD 11 - Cinétique des
solides (C4-3)

I A -F -E
Ial$)=| =F B =D
-E -D C

(F7.7)

Z0-0k(210)=@[B-sin? B+ C-cos?

Compétences

Analyser
o Analyser les performances et les écarts
Modéliser
o Déterminer les caractéristiques d'un solide ou d'un ensemble de solides indéformables.
o Modéliser une action mécanique.
o Vérifier la cohérence du modele choisi en confrontant les résultats analytiques et/ou numériques aux ré-
sultats expérimentaux.
Résoudre
o Proposer une démarche permettant la détermination d'une action mécanique inconnue ou d’une loi de
mouvement.
o Déterminer les actions mécaniques en dynamique dans le cas ou1 le mouvement est imposé.
o Déterminer la loi de mouvement dans le cas ot les efforts extérieurs sont connus.
o Résoudre numériquement une équation ou un systeme d’équations.
Expérimenter
o Choisir le protocole en fonction de I'objectif visé.
o Choisir la grandeur physique a mesurer ou justifier son choix.
e Communiquer
o Produire des documents techniques adaptés a I'objectif de la communication.

Exercice 1 : Véhicule a trois roues Clever

Source : PT SIA 2013

1 Présentation

Le Clever (Compact Low Emission VEhiclefor uRban tRansportation), présenté sur la Figure 1, est un démonstra-
teur technologique développé par un tissu d’'industriels européens dont BMW, I'Institut Francais du Pétrole (IFP) et
de nombreux équipementiers. Sa conception a pour objectif de développer des solution de transport a faible consom-
mation énergétique.

Lobjectif de cette étude se concentre sur les exigences "Permettre a 'utilisateur de se déplacer sur le sol" et
"S’insérer facilement dans le trafic" détaillées dans le diagramme d’exigence sur la figure 2.
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

FIGURE 1 — Véhicule a trois roues Clever

req [Modele] Véhicule Clever [ Exigences du véhicule CIeverJJ

«requirement»

Permettre a I'utilisateur de se
déplacer sur le sol

«requirement»
étre confortable
o lid="14"

id="1" Text=""
Text="" s\
«requirement» i «requirement»
Rester insensible aux «requirement» Contribuer au respect de
perturbations de la route S'insérer facilement dans le I'environnement
d="11" trafic 1d="13"
Text="" Id="1.2" Text=""
Text=""
«refine» l N «fflne» \«reflne»
N \ X «requirement»

Largeur hors tout du

«requirement» «requirement»

éhicule
Non renversement du Non glissement du véhicule e
véhicule pour une vitesse de pour une vitesse de 55 km/h Id="7"
55 km/h dans un virage de dans un virage de rayon de Text="<1m"

courbure 20 m

Id = "o
Text=""

rayon de courbure 20 m

Id ="g"
Text=""

FIGURE 2 - Diagramme des exigences partiel du véhicule a trois roues Clever

2 Condition de non renversement et d’adhérence

Le mécanisme d’inclinaison peut étre décrit globalement par la figure 3. Le groupe motopropulseur, comportant
entre autres le moteur et les roues arriére, reste en permanence perpendiculaire au sol. La partie avant, constituée de
I'habitacle et de la roue avant, peut au contraire s’incliner dans les virages grace a un mécanisme hydraulique qui sera
étudié ultérieurement dans le sujet. Les deux parties du Clever sont reliées par une liaison pivot d’axe paralléle au sol,
schématisée sur la Figure L1.

Pour simplifier I'étude, on ne s’'intéresse pas dans un premier temps a la roue avant, ce qui permet de se ramener
au systeme schématisé sur la figure 5. On donne les caractéristiques géométriques et cinématiques suivantes :

¢ Laroute R est munie du repére Rg = (O, Yg, 7g, _z'g). Le référentiel associé est supposé galiléen.

* Le groupe motopropulseur 0 est animé d’'un mouvement de rotation par rapport au sol dont le centre ins-
tantané de rotation est O. Le rayon de courbure de la trajectoire du point C dans Ry est Rc. Le repere lié a 0
est Ry = (0, X0, Yo, Zo) tel que Zg = Zg eton note 0 = (X g, xo) = (¥ g Vo). On a donc OC = R.- Xp. On
remarquera bien que R, est mobile par rapport a Rg.

¢ Lhabitacle 1 est liée au groupe 0 par une liaison pivot d’axe (C,y o). Le repére lié a 1 (Ry = (C, X0, Y 0,1, 20))
est tel que Y1 = Y. On note a = (X, X1) = (20, 21) I'angle d’inclinaison du systéme pendulaire. Le centre
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3
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FIGURE 3 — Présentation du mécanisme d’inclinaison
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FIGURE 5 — Paramétrage du véhicule dans le virage

de gravité de 1 est G tel que CG = e- Z | et sa masse est m. On note 1 (1) son opérateur d’inertie en G :
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

_ Al 0 0
Is)=] 0 By -D;
0 -D; C

(¥1,71,71)
e Les roues arriere 2 et 3 sont liées au groupe 0 par des liaisons pivots d’axe (C, 750).

¢ Les contacts entre les roues 2 et 3 et la route R ont lieu en A et B définis par CA = % " Xo-r1-Zget CB =
—% -Xo—r- 20, r désignant le rayon des roues et 1 la voie arriere du véhicule. Les contacts sont modélisés par
des liaisons spheére-plan de centres A et B et de normale Z . Le contact dans ces liaisons se fait avec frottement
et le coefficient de frottement est noté f (on supposera pour simplifier que les coefficients de frottement et
d’adhérence sont identiques). Les actions mécaniques de la route R sur les roues 2 et 3 sont modélisées dans le
plan (X, ¥ o) par des glisseurs en A et B de résultantes F(R—2)=Ts-To+Na-Zoet F(R—3)=Tg-To+
Np- _Z)().

Dans les questions qui suivent, mises a part les liaisons entre R et 2 et entre R et 3, pour lesquelles le frottement
est pris en compte, toutes les liaisons sont considérées parfaites. En outre, on négligera la masse des piéces 0, 2 et 3

devant celle de 'habitacle 1. On note E = {0+ 1 +2 + 3}. Laccélération de la pesanteur est g = —g- z o.
On se place dans un cas o1 le rayon de courbure R¢ de la trajectoire du point C, ainsi que la vitesse V de ce point par

rapport au référentiel R, sont constants. L'angle d’inclinaison a du systéeme pendulaire est lui aussi supposé constant.

Q 1 : Exprimer la vitesse, notée % (G/Rg), du point G dans son mouvement par rapport a R, en fonction de V,
e, Rceta.

Q 2: Exprimer Paccélération, notée d (G/Rg), du point G dans son mouvement par rapport a Rg en fonction de
V,e, Rceta.

Q 3: En rappelant que le rayon R, la vitesse V et 'angle a sont supposés constants, calculer le moment dyna-
mique en G, noté T‘)‘)G (E/Rg), de ’ensemble E dans son mouvement par rapport a R.

Q 4 : Simplifier son expression en supposant que C; — A; est négligeable. Interpréter cette condition?

Q 5: En appliquant le principe fondamental de la dynamique a 'ensemble E dans son mouvement par rapport
a Ry, écrire les trois équations scalaires qui lient les actions mécaniques de contact entre le sol et les roues T4, Ny,
Tp et Np aux données du probléme.

Q 6 : Déduire de ces trois relations I'expression des efforts normaux N, et Np en fonctionde m, [, r, e, get R, a,
V.Tous les autres parametres étant fixés, une augmentation de la vitesse V risque-t-elle de susciter un décollement
de la roue intérieure ou de la roue extérieure au virage?

Q 7 : Déduire de la question précédente la condition de non renversement, écrite sous la forme d’une inéqua-
tion, qui lie le rapport V2/R, aux parameétres [, r, e, geta, R,.

Q 8 : Exprimer les conditions d’adhérence liant T4, T, N4, N et f. En utilisant les équations qui avaient
été montrées précédemment et en appliquant le principe fondamental de la dynamique, en déduire la condition
d’adhérence, écrite sous la forme d’'une inéquation, qui lie le rapport V?/R, aux paramétres ¢, f, g et a, R..

3 Cas d’'un véhicule sans architecture pendulaire

Afin de montrer I'intérét de I'architecture pendulaire comme solution technique a l'exigence « S’insérer facile-
ment dans la circulation », on imagine maintenant que le véhicule Clever n’en est pas équipé, ce qui se traduit par la
condition a = 0.

Q 9: Réécrire les conditions d’adhérence et de non renversement dans ce cas particulier.

On se propose d’étudier la configuration suivante :

* rayon d'une roue, r = 30cm;

* position du centre de gravité, e = 50cm;

* accélération de la pesanteur, g =9,81m-s~2;
e coefficient d’adhérence pneu-route, f =0,8.

Q 10: Calculer la valeur de la voie arriére du véhicule (largeur / entre les roues arriéres) en dessous de laquelle
le phénomene limitant la vitesse a laquelle on peut prendre un virage est le risque de renversement et non celui
de dérapage. En déduire quel est le phénomene limitant dans le cas d’une voiture traditionnelle (voie de I'ordre de
1,5m) et dans le cas d’'un véhicule étroit comme le Clever (voie égale a 0,9m) ?

Q 11 : Calculer la valeur de la vitesse maximale V a laquelle il est possible de prendre un virage de rayon de
courbure R, = 20m avec un véhicule étroit de voie [ = 0,9m si celui-ci n’est pas inclinable. On exprimera cette
vitesse en km/h. Celle-ci est-elle compatible avec la norme qui prescrit de pouvoir rouler a 55km/h dans un virage
de rayon de courbure 20 m?
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

4 Cas d’un véhicule a architecture pendulaire

On considére maintenant I'architecture pendulaire. Langle a peut varier dans la plage [-45°,45°].

Q 12 : Commenter le signe de 'angle a pour contribuer au non renversement du Clever dans la configuration
des figures 4 et 5 (virage a gauche). Le véhicule doit-il s’'incliner vers I'intérieur ou vers 'extérieur de la trajectoire
(comme c’est le cas sur la figure 5) 2

Le graphique de la figure 6, représente, en fonction de I'angle d’inclinaison a et dans la configuration précédente
(méme géométrie et rayon de courbure R, = 20m), '’évolution de vitesse maximale V en dessous de laquelle il n'y a
pas renversement.

Q 13 : En utilisant la figure 6, déterminer I'angle d’inclinaison a qu’il faut imposer a ’habitacle pour respecter
la norme.

60 T T T T

Vitesse limite pour éviter le renversement V en (km/h)

30

I I
—-40 -20 0 20 40
aen’

FIGURE 6 — Représentation graphique de la condition de non renversement

Exercice 2 : Modélisation d’'une éolienne

Source : Emilien DURIF
On s'intéresse au cours de cet exercice a une éolienne bipale telle que représentée sur la figure ci-dessous. Ce
mécanisme est composé de trois ensembles en mouvement relatif que I’on décrit a 'aide de 4 solides :
* un support O, auquel on associe un repére Ry = (K, X, Y0, Z0);
e une girouette 1 (de centre d’inertie K) en liaison pivot d’axe (K, 70,1) avec le support0:
o on lui associe un repére R, = (K, X1, 1, Z ) eton pose a = (X, X1)
o on note J son moment d’inertie par rapport al'axe (K, z1): J = Ik z,) -
* une hélice 2, en liaison pivot d’axe (K, 751,2) avec le support 2 :
o on lui associe un repére R, = (K, X3, y2,22) choisi tel que X3 = X et on pose = (y1,2).
o Onnote M sa masse, G son centre d’'inertie situé sur I’axe de rotation et on pose KG=a X1
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

o On donne la matrice de 'opérateur d’'inertie au point G :

- A 0 O
Ic=| 0 B 0

0 0 CJ)—- - —
(X2,¥2,22)

* on modélise enfin un déséquilibre possible de I'hélice en rotation par un balourd 3 assimilé a une masse ponc-
tuelle m au point Q. On pose G—(j =—bz,.

Les paramétrages géométrique et cinématique sont repris sur la figure ci-apres. Lobjectif de 1'exercice est de
mettre en place les expressions utiles a une étude dynamique ultérieure. Q 14 : Déterminer la composante suivant
Z o du moment cinétique de la girouette 1 dans son mouvement par rapport au support 0, notée z - o (1/0).

Q 15 : Déterminer le moment cinétique ox (2/0) calculé au point K de I’hélice 2 dans son mouvement par rap-
portao.

Q 16 : Déterminer le moment cinétique ok (3/0).

Q 17 : Déterminer la composante suivant z; du moment dynamique au point K de la girouette 1 dans son
mouvement par rapport au support 0, notée z o -5 (1/0).

Q 18 : Déterminer la composante suivant z ; du moment dynamique z - 6 x (2/0).

Q 19: Déterminer la projection du moment dynamique de 3/0 selon Zo: Zo -0k (3/0).

Q 20: Dans le cas d’'une vitesse de rotation de I'hélice 2 () constante et dans le cas o1 'angle a est constant (pas
de changement d’orientation de I'éolienne) déterminer I'expriment du couple C,, que devrait fournir un moteur
placé dans le mat (entre 0 et 1) pour "contrer" les effets dynamiques du balourd.

req [Modéle] Data[ exigences orientation de I'éolienneJJ

«requirement»
Orienter I'éolienne

T
Text=""

/AN

«extendedRequirement»

Orienter en fonction de
I'orientation du vent

d="11"
Text=""

«extendedRequirement»

Contrer les éventuels effets
dynamiques

Id="12"
Text=""

FIGURE 7 — Dimensionnement d’'une éolienne
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FIGURE 8 — Paramétrage de |'éolienne

Exercice 3 : Téléchirurgie robotisée au contact d’organes mobiles

Source : CCP PSI 2015

1 Présentation

La téléopération consiste a mettre en relation deux manipulateurs appelés communément maitre et esclave. Le
manipulateur maitre permet au chirurgien de donner sa consigne de déplacement a I'aide d'un levier de commande
tandis que l'esclave I'exécute au contact de 'environnement ('organe a opérer). Les deux sous-systemes échangent
des informations de déplacement et d’effort au travers d'un ou plusieurs canaux de communication. Un retour visuel
est également mis en place en parallele a ce dispositif.

Le cas d'utilisation étudié dans ce sujet est la téléopération sur organe mobile. Lors d'une opération, les organes
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L | |
| ' 1
("~ ! i Réseau ' i '
Opérateur || Manipulateur | - Manipulateur |4 [
. : ; ' Environnement
Humain |4 Maitre - — Communication |—»| Esclave —{
/o ‘ \ J
N ‘ l ' I
1 ! |
I 3 |
! [ ]
! Retour visuel | | :
' Ecran - < Cameéra - SE—
1 ' )

sont soumis a des mouvements induits notamment par la respiration et les battements cardiaques. Lorsque le champ
visuel est réduit, ces mouvements apportent une géne au praticien qui doit les compenser manuellement. De plus il
est montré qu'il est préférable d’utiliser des systémes a interfaces haptiques '.

2 Modélisation interne du systéme

Le mécanisme de HOEKEN choisi pour l'interface maitre réalise une bonne approximation de la trajectoire rec-
tiligne mais ne permet pas une orientation constante du solide en mouvement. Cette solution n’est donc pas la plus
appropriée pour mesurer (al’aide d'un capteur) I'effort exercé par I'organe terminal.

[l

il

=
réseau source
communication énergie

énergie électrique

]

ibd [Subsystem] manipulateur esclave [ manipulateur esclave ]J

commande en position

= info effort
L1

réseau

communication : variateur esclave

:interface esclave

[ effort . ;
énergie électrique
environnement rotation :moteur esclave
I:—| énergie électrique rotation
source ’J_’
énergie |Ld]
L info déplacement : capteur position esclave
L4,
réseau
communication

FIGURE 9 — Diagramme de blocs internes du manipulateur esclave

Le manipulateur esclave est constitué de :
* une interface permettant de transformer le mouvement de rotation imposé par le moteur en mouvement de
translation rectiligne;
e un moteur rotatif pour générer le mouvement;
e un variateur analogique permettant de commander le moteur;
* un capteur de position (codeur incrémental) pour mesurer le déplacement de I'organe terminal;
¢ un capteur d’effort pour mesurer I'effort exercé par I’'organe terminal sur I'’environnement.

1. Le terme haptique est utilisé pour désigner le retour d’effort au sens kinesthésique mais également au sens tactile
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

3 Modélisation de l'interface esclave

FIGURE 10 - Interface esclave

FIGURE 11 — Modélisation cinématique

Objectif : Modéliser le comportement dynamique de I'interface esclave de facon a évaluer son comportement
au sein d’'une boucle d’asservissement.
On note

L]
0 0
{Loj—(moteur—»Sl)} = 0 0
L0 Cyp Bo

I'expression, dans la base By du torseur de I'action mecamque exercée par le moteur sur le solide S1.
* Laccélération de la pesanteur sera représentée par le vecteur g = —g- yo.
Q 21 : Tracer le graphe des liaisons du dispositif esclave.
Q 22 : Montrer que le mouvement de S3/Sy ne peut étre qu'une translation de direction x;.
Q 23 : Isoler 'ensemble des solides (sans le bati) et appliquer le théoréeme du moment dynamique selon (4, z).
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Solide Repere associé Paramétrage géométrique Paramétrage dynamique
So (Bati) Ro(A, X0, Y0, 20)
S1 (Barre AB | Ri(A,X1,¥1,720) AB=L,-x, avec L =35 mm Inertie équivalente ramenée a
+ rotor du l'axe (A, z)
moteur)
0, 2(70,71)2(70,71) 11:5,7><1()_5kg~m2
Frottement fluide entre rotor et
stator :

fr=1,6x10"3N-m-s
Masse négligée

S» Barre BC) | Rz2(B, X2, Y2, 20) BC =L, avec Ly = 62,5 mm Masse et inertie négligées
02=(X0,%2)= (Y0, ¥>2)
S3  (Organe | R3(C, X0, Yo, 20) AC =Lz - %o+ x5(0) - Xg Masse: M3 =0,1kg
terminal)
Avec L3 =25 mm
S4 (barre DE) ﬁ =Ls-Xg Masse et inertie négligées
S5 (barre EF) Masse et inertie négligées

TABLE 1 — Paramétrage de I'interface maitre

Corrigé

Exercice 1 : Véhicule a trois roues Clever

Q 1: Exprimer la vitesse, notée V(GI Rg), du point G dans son mouvement par rapport a R, en fonction de V,
e, Rceta.
doG

dt

d(RC-70+e-71)

V(G/Rg) = a7

Rg Rg

29'_Z)()/\RC'76)0+9.?0/\€'_Z)1 :(Rc+e-sina)-9-70

Or,
= — doC - Rc- x — .
V=V(CIRy) - Jo=|—=| -Fo=|—-=2| -Fo=Rcb
dr |, dt g,
4

— 174 _
V(G/RgQ) = (Rc+e'sina)-R—- Yo

c

Q 2 : Exprimer Paccélération, notée d (G/Rg), du point G dans son mouvement par rapport a Rg en fonction de
V,e, Rceta.
dV(G/Rg)

a(GIRg) = P

=0-ZoA(Re+esina)f-§o=—-0%(R.+esina) X
Rg

Avec V=R;-0

— vz _,
a(G/Rg) =—(Rc+e-sina)-F- Xo
C

Q 3: En rappelant que le rayon R, la vitesse V et 'angle a sont supposés constants, calculer le moment dyna-
mique en G, noté § (E/Rg), de 'ensemble E dans son mouvement par rapport a Rg.
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|

- . do g(1/Ry)
8 G(EIRg) = 8 G(1/Rg) = | — ¢
dt
RE’
d(Te)-0Z0g)
B dt
IRy
Or, Zgg=cosazi—sinaxi,
Donc,
_ Ay 0 0 —fsina
Ig1)-0Zog=| 0 By -D; 1 0
0 -D; G b Ocosa b
:9[cosa(—D171,0+C171)—sina-A17c'1]
— A)?(;
g - g — - — A — xl
d—xtl 0= d—xt] +Q(Ry/RINX1=0ZoA X1 =0cosayo,
g 0
d70,1 NV —
dt ]Rg__exo 2]

[ddztl ]R [ddztl ]Ro + Q(Ro/Rg) /\_Z)l ZQ_Z)O /\71 =6'sina70,1 a 25
Yo,1 i

On obtient alors,

3(;(E/Rg) =0?(sinacosay o, (C1 — A;) + Dy cosa ¥ o)

Q 4 : Simplifier son expression en supposant que C; — A; est négligeable. Interpréter cette condition?

On obtient alors,

8 G(E/Rg) =07 D) cosaX

Ci — A négligeable s'interpréte comme une symétrie de révolution du solide 1 selon I'axe (G, ¥ o,1)
Q 5: En appliquant le principe fondamental de la dynamique a ’ensemble E dans son mouvement par rapport

a Ry, €crire les trois équations scalaires qui lient les actions mécaniques de contact entre le sol et les roues T4, Ny,

Tp et N aux données du probléme.
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e Théoreme de la résultante dynamique :

F(R—2)+ F(R—3)+ F (poids— E) = md (G/Ry)
On obtient alors,

Tp+Tp=-mRe+e-sina)- L
NA+NB—M'g=0

¢ Théoreme du moment dynamique en B

Mp(R —2)+ Mp(R —3) + Mp(poids — E) = 6 (E/Ry)

Mp(R—2)=BAANF(R—2)=1-KoA(Ta-Xo+Na-Zo)=—1-Na-Fo

Mp(R—3)=0
- - — l—> — — — . —
Mg(pes—1)=BGA(-m-g-Zo) = S XotrZotez: A(-m-g-Zo)=m-g- 5 tesinal Yo

6 p(E/Rg)=6p(1/Rg) = 6G(1/Rg) +BGAmM:- a(G/Rg)zez-chosaxo+m(—x0+rzo+ezl)/\(

vz o,
—(Rc+e-sina)~—2- xo)
C

. - . Ve,
=02-chosaxo—m(r+ecosa)-(Rc+e-sma)-ﬁyo,l

On obtient alors selon ¥ g,

V2
—m(r+ecosor)-(1‘?C+e-sinor)-—2 =—I-Np+m-g-

—+esina
< 2

Q 6 : Déduire de ces trois relations ’expression des efforts normaux N, et Np en fonctionde m, [, r, e, getR,, a,

V. Tous les autres parametres étant fixés, une augmentation de la vitesse V risque-t-elle de susciter un décollement
de la roue intérieure ou de la roue extérieure au virage?

_ . v: mg [1 .
NA—m(r+ecosa)-(Rc+e-sma)-l.—2+T~ 5 tesina
(o
Np = _ . V2 m-g 1 .
B—m-g—NA——m(r+ec0so¢)-(Rc+e-sm0¢)-l~ z+ |3 —esina
c
s —Z<a<iy;
* ¢<Rc;
. e<l

Il'y a décollement si I'effort normal devient négatif :
e N4 < 0impossible, donc la roue extérieure reste en contact avec le sol.
* Np <0 possible si V assez grand, donc la roue intérieure peut décoller.

Q 7 : Déduire de la question précédente la condition de non renversement, écrite sous la forme d’une inéqua-
tion, qui lie le rapport V?/R, aux paramétres [, r, e, g et a, R..

Non décollement si Ng > 0 donc,

2

: Ve _m-g .
m(r+ecosa)-(R.+e-sina)- 5 -|——esina
R l 2
soit,
V? I-2esina
— < - ch
Rc 2(r+ecosa): (R;+e-sina)
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

Q 8 : Exprimer les conditions d’adhérence liant T4, T, N4, N et f. En utilisant les équations qui avaient
été montrées précédemment et en appliquant le principe fondamental de la dynamique, en déduire la condition

d’adhérence, écrite sous la forme d’une inéquation, qui lie le rapport V?/ R, aux parametres e, f, g et a, R..
Adhérence si :

[Tal < f-INal

|Tgl < f-INB|

Or d’apres les questions précédentes,
e Nyet Ngsont>0;
e Thet Tgsont<O0;

Donc,

—(Ta+Tp) < f(Na+ Np)

<

VZ
m(RC+e-sm9)-R—g<f-m~g

On trouve donc,

V2< f-8 Rc
Rc  Rc+esina

Q 9: Réécrire les conditions d’adhérence et de non renversement dans ce cas particulier.
. Non basculement si :
Adhérencesi :

v V2 I
R—<fg < g
c Rc 2(r+e

Q 10: Calculer la valeur de la voie arrieére du véhicule (largeur / entre les roues arriéres) en dessous de laquelle
le phénomene limitant la vitesse a laquelle on peut prendre un virage est le risque de renversement et non celui
de dérapage. En déduire quel est le phénomene limitant dans le cas d'une voiture traditionnelle (voie de I'ordre de
1,5m) et dans le cas d’'un véhicule étroit comme le Clever (voie égale a 0,9m) ?

V_2 < l : g
Rc 2(r+e)

<f-g

soit,

Lapplication numérique donne :

1<2%x0,8x(0,3+0,5=2x64x1072=1,28m

* Pour une voiture traditionnelle le facteur limitant est le dérapage car 1,5 > 1,28.
* Dans le cas d'un véhicule étroit le facteur limitant est le renversement car 0,9 < 1,28.
Q 11 : Calculer la valeur de la vitesse maximale V a laquelle il est possible de prendre un virage de rayon de
courbure R, = 20m avec un véhicule étroit de voie [ = 0,9m si celui-ci n’est pas inclinable. On exprimera cette
vitesse en km/h. Celle-ci est-elle compatible avec la norme qui prescrit de pouvoir rouler a 55km/h dans un virage

de rayon de courbure 20 m?
La limite du basculement est donnée par :

2 _ I-Rc-g 0,9x20x9,81

= =110m?-s72
2(r+e) 2x%x0,8

Soit,

V<10,5m-s ' =37,8km-h™"

Cette valeur n'est pas compatible avec le critére de non basculement a 55km/h dans une courbe de rayon 20m.
Q 12 : Commenter le signe de 'angle a pour contribuer au non renversement du Clever dans la configuration
des figures 4 et 5 (virage a gauche). Le véhicule doit-il s’'incliner vers I'intérieur ou vers 'extérieur de la trajectoire
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

(comme c’est le cas sur la figure 5) ?
On veut Np le plus grand possible soit @ < 0. Le véhicule doit s’incliner vers l'intérieur du virage et non comme sur

la figure ou a > 0 (choix pratique pour les calculs; a aigu positif).

Q 13 : En utilisant la figure 6, déterminer I'angle d’inclinaison a qu’il faut imposer a ’habitacle pour respecter
la norme.

Pour V =55km-h~!, onlit & = —38°.

Exercice 2 : Modélisation d’'une éolienne

Q 14 : Déterminer la composante suivant Z ; du moment cinétique au point K de la girouette 1 dans son mou-

vement par rapport au support 0, notée z - o (1/0).
e Le mouvement de 1/0 est un mouvement de rotation autour d’'un axe fixe (K, Z o) :

» 0 (110)-Zo = (Tx()- 8/0))- Zo = (Tx (V)& Zo) - Zo
e or on note ] son moment d’inertie par rapport a 'axe (K, z ) soit :
Ix(1)-Zo-Zo=7

e Ainsi:

ox(1/0)-Zo=J-a

Q 15 : Déterminer le moment cinétique ox (2/0) calculé au point K de I’hélice 2 dans son mouvement par rap-
portao.
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

e Le mouvement de 2/0 n’est pas un mouvement simple.
* On connait'opérateur d’inertie en G, on calcule donc: o (2/0),
06 210) =16(2)- Q2/0).

¢ On calcule 5(2/ 0)
QR/I0)=QR/IMN+QA/0)=-K12+a-Z;

= ,6 . 712 +a (COSﬁ?g + Sinﬁj;g)

e Oncalcule o (2/0):

A 0 0 B
oc2i0=[ 0 B 0 & -sin B
0 0 C (¥2,72.722) &-cosf5 (¥2,72,72)

¢ On calcule ok (2/0) :

(o]

ok (210) =06 (2/0)+ KGAR.(2/0) =06 (2/0)+a- X1 AM- V(G e 2/0)

o On calcule V(G €2/0):

V(Ge2/0)=V(Ke2/0)+GKAQR/I0)=0—a-T1A(f-X12+d-Z1)

. —

=a-ayi
o Oncalcule a-X; AM-V(Ge2/0):
a-TIAM-V(Ge2/0)=a- X AM(a-ay,)=
M-a*-&-Z;
o Onendéduitog(2/0):
- A-p
06(2/0)==| B-a-sinB+M-a?® dsinp
C-a-cosf+M-a®-dcosp (F2F272)
Q 16 : Déterminer le moment cinétique ok (3/0).
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

* Lesolide 3 est solide a masse ponctuelle, ainsi o (3/0) = 0.
« 0x(3/0)=KQAm-V(Qe3/0):
o On calcule KQ :

KQ=KG+GQ=a-%1-b-Z>
o On calcule V(QES/O) :
V(Qe3/0)=V(Qe3/2)+V(Qe2/1)+ V(Qe1/0)
=0+ V(Ge2/)+QGAQRIN)+V(Ge1/0)+QGA Q(1/0)
=0+b-ZoAf-Tota-a Ji+b-Zand -Z1
=b-B-Yr+a-@-y,-b-asinB- %1,

o On calcule K—Q) A mV(Q €3/0):

1?6/\ mV(Q€3/0):m-[a-?1—b-72]/\ [b-ﬁ-72+a-d-71—b-dsinﬁ-?l,z]

=mla-b-Zy+a* a Z1+b*-f-Xr+b-a-a-cosf- X1 +b*-asinf-y,]

ox@B/0)=mla-b-BZr+a* @ Z,+b*-f-Xo+b-a-a-cosf- X, +b*-asinf-y,]

Q 17 : Déterminer la composante suivant Z ; du moment dynamique au point K de la girouette 1 dans son
mouvement par rapport au support 0, notée z o -5 (1/0).

L ldeeaio 2 T
200k (1/0)=z¢- % = %K() -
Ry Ro

Q 18 : Déterminer la composante suivant Z  du moment dynamique 7z - 5 (2/0).

- _ |dox@io dZ 52200
200k 20 = Z,- | 29K 1 d 20 0k (2/0)
Ry Ro

Or, Zg1=cosf-zo+sinf-yo,

. A-p 0
Zo-0x(2/0)=| B-d-sinf+M-a®-asinp -| sinf
G- .a?-a
C-d-cosfp+M-a-acosf (F272%2) cosf8 (F272%2)
=alpha|B-sin® B+ C-cos® B+ M- a*]
d’oty,

Z06k(2/0) = &[B-sin’ B+ C-cos’ B+ M-a*| +a-B[B-cosp—C-sinp].

Q 19: Déterminer la projection du moment dynamique de 3/0 selon Z: Z - ok (3/0).

—> A'Zl) —
22 Zo,1° 22=cosf
?0'1’71—1
y2 Zo1-X0=0
_Z'oyl-jc)l—o
Z1-Y2=sinp
P
X1,2 -
On trouve alors :
- dla-b-BcosB+a?- a+b?-dsin? . . .
Zo-0x(3/0)=m [ peosp o ﬁ]:m[a-b-(ﬁcosﬁ—ﬁzsinﬁ)+a2d+b2-(d+2dﬁsinﬁcosﬁ)]

Q 20: Dans le cas d’'une vitesse de rotation de I’hélice 2 (,B) constante et dans le cas o1 'angle « est constant (pas
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

de changement d’orientation de I'éolienne) déterminer I'expriment du couple C,, que devrait fournir un moteur
placé dans le mat (entre 0 et 1) pour "contrer" les effets dynamiques du balourd.
Le théoreme du moment dynamique autour de I'axe (K, 70,1) donne :

Cn=-m-a-b-fsinp

Exercice 3 : Téléchirurgie robotisée au contact d’organes mobiles

Q 21 : Tracer le graphe des liaisons du dispositif esclave.

Pivot d'axe
Pivot d'axe (B.2c) Prvat d'axe
(Aza) ff;::r HE (C.Zo)
2 o
(‘ss |
"~=,._<
Pwmhi\'ﬂ "'_-—-l-:'i'a.'-:-t d'axe

i
okl & 7 TR . » ot
L5 ‘"’ Piotdae (F.ya)
{E.yo)

Q 22 : Donner le degré d’hyperstatisme de la modélisation de ce mécanisme.
Formule de mobilité :

h=Is—Es+m,

Ici:

. Is=6><5,

L4 Es=5><6,

e mc=my+m;i=1+0=1
d’otli:

h=30-30+1=1

Q 23 : Proposer une modification simple de la liaison entre les solides Sy et S, pour le rendre isostatique.

Pour obtenir h=0 a partir de h=1, il faut ajouter un degré de liberté sans augmenter la mobilité. La solution la plus
naturelle est de remplacer un pivot par un pivot glissant. Seulement ce n’est pas la bonne car cela rajoute une mobilité.
Ici il suffit d’ajouter une rotation selon (D, ;).

Q 24 : Montrer que le mouvement de S3/Sy ne peut étre qu'une translation de direction x;.

* En considérant la chaine de solides (0-1-2-3) :

Q(3/0) = wso - 7

Donc V (C € 3/0) € (A, X0, 75).
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-3

¢ En considérant la chaine de solides (0-4-5-3) :
Q(3/0) = wso- Vo

Donc V (C €3/0) € (A, %0, Z0).
¢ Pour le mécanisme dans son ensemble les mobilités doivent étre compatibles :

Q(3/0) =wsp- Yo =w30-2= 0.

et V(Ce3/0) € (A X0, z0) et V(Ce3/0) € (A,X, ) donc V (C e 3/0)//%.
Finalement,

0
E{ V(Ce3/0)=V(Ce3/0)- X }

Q 25 : Isoler 'ensemble des solides (sans le bati) et appliquer le théoréme du moment dynamique selon (A4, z;).

8 (S/Ro)-Zo= Y. M/ Alext —3)-Z.

On calcule d’abord le moment dynamique :

5 (Z/Ry)-Zo =0 (S1/Ro)-Zg+ 0 (Sa/Ro)-Zg + b (S3/Ro) - Zp + 0 (Sa/Ro)-Zo+ 0 (S5/Ro) - 20

8 (S/Ry) 25 =6 (S1/Ro) -z = I -6}

Car les inerties des autres solides sont négligeables et S3 est animé d’'un mouvement de rotation.
On effectue alors un bilan des actions mécaniques extérieures en moment selon (A, E(;)

e Moteur: C,;;

* Frottement visqueux: —f, -0,

* Sp— S1: 0 carliaison parfaite;

e Action du poids : M/ A(poids — S3) = (AC/\ —M;- g-?o) “Zo=—-Mz3-x(1)-g.

e So— Sy: MIA(Sy— Sy) = + (M/D(SO — 84)=AD A (Xos- Ko+ You- Fo+ Zoa -70)) - Zo=Noa+ Ly - You.
On obtient alors 'équation de mouvement suivante :

11'9"1 =Cm—fu'él—Mg'x(t)'g+N04+L4'Yo4
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