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C4 : MODÉLISATION DES PERFORMANCES DYNAMIQUES DES
SYSTÈMES

TD 12 - Détermination des
équations de mouvements des

systèmes par l’approche
dynamique (C4-1;4-2;4-3)

Compétences

• Modéliser
◦ Déterminer les caractéristiques d’un solide ou d’un ensemble de solides indéformables.
◦ Modéliser la cinématique d’un ensemble de solides.
◦ Modéliser une action mécanique.

• Résoudre
◦ Proposer une démarche permettant la détermination d’une action mécanique inconnue ou d’une loi de

mouvement.
◦ Déterminer les actions mécaniques en statique.
◦ Déterminer les actions mécaniques en dynamique dans le cas où le mouvement est imposé.
◦ Déterminer la loi de mouvement dans le cas où les efforts extérieurs sont connus.
◦ Résoudre numériquement une équation ou un système d’équations.

• Communiquer
◦ Produire des documents techniques adaptés à l’objectif de la communication.
◦ Utiliser un vocabulaire technique, des symboles et des unités adéquats.

Exercice 1 : Grue de chargement et déchargement des cargos porte-
conteneurs

Source : CCCS PSI 2013
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1 Introduction

Déterminer les équations du mouvement du conteneur de façon à en obtenir un modèle simple pour la
synthèse de la commande.

Objectif 1 :

En vue d’élaborer une commande automatisée du déchargement des conteneurs, une bonne compréhension de
la dynamique du système est nécessaire. Cette partie vise à établir les équations du mouvement du conteneur. La
charge peut alors balancer selon le modèle présenté ci-après. Dans cette étude, la vitesse de vent nulle. On fait l’hy-
pothèse que le conteneur est suspendu à un seul câble indéformable, en liaison pivot à ses extrémités. Les liaisons
entre les solides 0, 1, 2 et 3 sont supposées parfaites. Le portique support du chariot est noté 0, le chariot 1, le câble 2
et l’ensemble {spreader + conteneur} 3.

2 Paramétrage

• Le repère R0 =
(
O0, x0, y0, z0

)
est lié au portique fixe; il est supposé galiléen avec −→z0 l ?axe vertical ascendant.

• La position du chariot telle que
−−→
OE = ych(t )−→y0 est notée ych(t ) ; l’angle

(−→z0,−→z2
)

d’inclinaison du câble θ(t ) et
l’angle

(−→z2,−→z3
)

d’inclinaison du conteneur par rapport au câble β(t ).

3 Données

• R1 =
(
E , x0, y0, z0

)
repère lié au chariot de levage 1.

• R2 =
(
E , x0, y2, z2

)
repère lié au câble 2 ; `2 = 50m la longueur EF du câble ; la masse est négligée.

• R3 = (
F, x0, y3, z3

)
repère lié à l’ensemble {spreader + conteneur} ; m3 = 50tonnes la masse du solide 3 ; G3 le

centre de gravité du solide 3, tel que
−−→
G3F = h3

−→z3 où h3 = 2.5m ; la matrice d’inertie du solide 3 s’écrit I3 (G3) =A3 0 0
0 B3 0
0 0 C3


(−→x0,−→y3,−→z3)

où

∣∣∣∣∣∣
A3 = 52×103 kgm2

B3 = 600×103 kgm2

C3 = 600×103 kgm2
.
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C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-1;4-2;4-3

• la motorisation MD du mouvement de direction exerce, par l’intermédiaire de câbles, des actions mécaniques

sur (1) qui se réduisent à un glisseur de la forme
−−−−−−−−−→
R (MD → 1) = F−→y0 ;

• l’action mécanique du câble sur le spreader est notée
−−−−−−→
R (2 → 3) = F23

−→z2.

4 Modélisation

Q 1 : Après avoir réalisé le graphe de structure, déterminer le nombre de degrés de liberté et le nombre d’action-
neurs du modèle proposé figure précédente. En déduire le nombre de degrés de liberté non motorisés. Expliquer
pourquoi il est difficile de poser le conteneur sur un camion avec précision?

5 Résolution

Q 2 : Déterminer littéralement, au point G3, la vitesse
−−−−−−−−−→
V (G3 ∈ 3/0) puis le torseur dynamique {δ (3/0)} de l’en-

semble {conteneur + spreader} (3) dans son mouvement par rapport au repère galiléen R0.
Q 3 : En précisant l’isolement et le bilan des actions mécaniques extérieures, déterminer l’équation différen-

tielle de résultante reliant les paramètres θ(t ), β(t ) et ych(t ), sans inconnue de liaison et sans l’action du moteur.
Q 4 : En précisant l’isolement et le bilan des actions mécaniques extérieures, déterminer les équations différen-

tielles reliant les paramètres θ(t ),β(t ) et ych(t ) et sans inconnue de liaison. La méthode sera clairement séparée des
calculs.

Q 5 : En supposant que θ, β, θ̇ et β̇ sont petits, linéariser les équations précédentes.
Les courbes temporelles ont été obtenues par simulation, à partir des équations précédentes, pour un échelon en

ych(t ) de 10m.

Q 6 : Proposer une simplification de la modélisation précédente.

Exercice 2 : Modélisation dynamique du Segway

Source : Emilien DURIF

1 Étude du gyropode segway

a) Présentation du système
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Le Segway est un moyen de trans-
port motorisé qui permet de se
déplacer en ville. La conduite du
Segway se fait par inclinaison du
corps vers l’avant ou vers l’arrière
de façon à accélérer ou freiner le
mouvement. Une fois monté sur
la plate-forme, le conducteur reste
en équilibre bien que le centre de
gravité de l’ensemble (Segway et
conducteur) soit situé au-dessus
de l’axe des roues. Les exigences du
systèmes sont en partie détaillées
dans le diagramme des exigences
ci-dessous.

FIGURE 1 – Diagramme des exigences partiel du Segway

b) Modélisation dynamique

On donne le paramétrage en deux dimensions du segway avec une vue sur le côté (figure 2).
Paramètre dynamique des solides :
Châssis S1 de centre d’inertie G1 et de masse m1

• Repère associé : R1 =
(
G1,−→x 1,−→y 1,−→z 1

)
• Opérateur d’inertie :

I A(S1) =
 A1 −F1 0

−F1 B1 0
0 0 C1


(−→x1,−→y1,−→z1)

.

Roue S2 de centre d’inertie A et de masse m2

• Repère associé : R2 =
(

A,−→x 2,−→y 2,−→z 2
)

• Opérateur d’inertie :

I A(S2) =
 A2 0 0

0 A2 0
0 0 C2


(−→x2,−→y2,−→z2)

.
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• Le sol est noté S0 et le repère associé
R0

(
O,−→x 0,−→y 0,−→z 0

)
est supposé galiléen.

• Le point I est le point de contact de la
roue S2 avec le sol S0. A est un point de
l’axe de rotation des roues S2 par rap-
port au châssis S1.

• α = (−→x 0,−→x 1
)

est l’angle de rotation
du châssis par rapport au sol (α = 0)
lorsque le support du châssis est par-
faitement horizontal et donc lorsque la
tige de guidage est verticale.

• θ = (−→x 1,−→x 2
)

est l’angle de rotation de la
roue par rapport au châssis.

• On note R = ‖−→I A‖ le rayon de la roue et

L1 = ‖−→AG‖ la distance du centre de gra-
vité G à l’axe des roues.

• Soit −→g =−g ·−→y 0 l’accélération de la pe-
santeur (avec g = 9,81m · s−2).

• on pose ẋ(t ) le paramètre de mouve-
ment de déplacement de translation du

véhicule tel que
−→
V (A ∈ 2/0) = ẋ−→x 0.

• Le moteur est composé d’un stator fixé
à S1 et d’un rotor solidaire de S2, on
note Cm le couple qu’exerce le stator sur
le moteur selon la direction −→z 0.

FIGURE 2 – Paramétrage cinématique du Segway

Q 7 : Donner le graphe de structure du problème.
Q 8 : Traduire la condition de roulement sans glissement en I et donner une relation en ẋ, α̇, θ̇ et R.
Q 9 : Proposer un ordonnancement des isolements permettant d’obtenir une équation de mouvement.
Q 10 : Mettre en oeuvre les isolements et traduire les équilibres dynamiques et obtenir deux équations de mou-

vement en fonction des paramètres de mouvement α(t ), θ(t ), x(t ), de Cm et des constantes géométriques du pro-
blème.

Exercice 3 : Tete de découpe de tissu

Source : CCP MP 2018

1 Présentation

Le système étudié dans ce sujet est une tête de coupe de tissus conçue et réalisée par la société française Lectra,
leader mondial dans la découpe automatisée des tissus. Un système de découpe automatisé de tissus est composé
(figure 3) :

• d’une table de découpe sur laquelle le tissus à découper (appelé
matelas) est maintenu en position par aspiration;

• d’un bras transversal qui se déplace en translation de direction−→y0 par rapport à la table ;
• d’une tête de coupe qui se déplace en translation de direction−→x0 par rapport au bras transversal ;
• d’un ordinateur qui pilote l’ensemble du système.

Lycée La Martinière Monplaisir Lyon 5 / 8 Classe préparatoire P.S.I.
Année 2023 - 2024



C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-1;4-2;4-3

FIGURE 3 – Structure d’une table de découpe de tissus

Dans ce sujet, nous nous intéresserons plus particulièrement à la tête de coupe proposée par Lectra dans deux ver-
sions (initiale et améliorée) dont le diagramme partiel des exigences pour la solution de découpe (logiciel/machine)
est présenté dans la figure 4.

2 Modélisation du comportement mécanique de la tête de coupe

Modéliser le comportement dynamique de la tête de coupe afin d’identifier un phénomène de vibration
néfaste au regard de l’exigence 1.2.2.

Objectif 2 :

a) Modélisation du comportement cinématique de la tête de coupe

La découpe du tissu est réalisée par un mouvement de translation alternative d’une lame par rapport au matelas
de tissus. Ce mouvement est obtenu par un système bielle-manivelle dont le schéma cinématique est donné par la
figure 5. Les mouvements de translation de la tête de coupe par rapport à la table impliquent que les bases

(−→x2, −→y2, −→z2
)

et
(−→x0, −→y0, −→z0

)
, liées respectivement à la tête de coupe et à la table, sont identiques (figure 1).

Modélisation des liaisons et paramétrage du système
• On associe le repère R2 = (

A, −→x2, −→y2, −→z2
)

à la tête 2, le repère R3 = (
A, −→x3, −→y3, −→z3

)
à la manivelle 3, le repère

R4 =
(
B , −→x4, −→y4, −→z4

)
à la bielle 4 et le repère R5 =

(
C , −→x2, −→y2, −→z2

)
à la lame 5.

• La manivelle 3 est en liaison pivot avec la tête 2, d’axe
(

A,−→y2
)

et d’angle θ32(t ) = ( −→x2, −→x3
)= ( −→z2, −→z3

)
.

• La manivelle 3 est en liaison pivot avec la bielle 4, d’axe
(
B ,−→y2

)
et d’angle θ43(t ) = ( −→x3, −→x4

)= ( −→z3, −→z4
)
.

• La bielle 4 est en liaison pivot avec la lame 5, d’axe
(
C ,−→y0

)
et d’angle θ54(t ) = ( −→x4, −→x2

)= ( −→z4, −→z2
)
.

• La lame 5 est en liaison glissière avec la tête 2, de direction −→z2 et de paramètre linéaire λ(t ).

• On pose ωij(t ) = dθij(t )
d t = θ̇ij(t ),

−→
AB = L3

−→z3 avec L3 = 12,5 mm,
−→
BC = L4

−→z4 avec L4 = 80 mm et
−→
AC =λ(t )−→z2.

On peut montrer en résolvant le problème cinématique et sous certaines hypothèse :
• Loi d’entrée sortie géométrique :
λ(t ) = L3 cosθ32(t )+L4

• Loi d’entrée-sortie cinématique :

λ̇(t ) =−θ̇32L3 sinθ32 =−ω32L3 sinθ32

• Simplification de loi géométrique : en exploitant les résultats de l’étude géométrique précédente, on peut
montrer que :
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FIGURE 4 – Diagramme des exigences

sinθ43

cosθ54
≈ sinθ32.

Lycée La Martinière Monplaisir Lyon 7 / 8 Classe préparatoire P.S.I.
Année 2023 - 2024



C4 : PERFORMANCES DYNAMIQUES C4-1;4-2;4-3

FIGURE 5 – Système d’entraînement de la lame de coupe et schéma cinématique associé

b) Modélisation du comportement dynamique de la tête de coupe

Identifier la cause des vibrations à partir de la modélisation dynamique du comportement de la tête de
coupe.

Objectif 3 :

Hypothèses de modélisation et notations
• le référentiel lié à la tête de découpe (2) est supposé galiléen;
• les liaisons sont supposées parfaites ;

• l’action mécanique du moteur sur la manivelle 3 est modélisée par un couple
−→
Cm =Cm (t )−→y2 ;

• lors de la coupe, le matelas de tissus exerce une action mécanique sur la lame (5)

−→
F matel as→5 = Fc .−→z0

avec Fc l’effort de coupe ;

• La vitesse de coupe (
−→
V (G5/R2) =V c ·−→z 2 = λ̇(t ) ·−→z 2) telle que λ̇ (t ) =−L3ω32 sinθ32 (t ) ;

• l’effet de la pesanteur est négligeable devant les autres actions mécaniques ;
• le moment d’inertie suivant l’axe

(
A,−→y2

)
de la manivelle (3), de masse M3 = 0,350 kg , ramenée à l’arbre moteur

est I(A,−→y2)(3) = J3 = 1,2×10−4 kg ·m2 ;
• la masse et l’inertie de la bielle (4) sont négligées ce qui revient à considérer que son équilibre dynamique

équivaut à un équilibre statique ;
• la masse de l’ensemble mobile lié à la lame (5) est M5 = 0,1 kg .

Q 11 : Dessiner le graphe de structure complet décrivant le mécanisme et le problème dynamique associé.
Q 12 : Proposer une méthode permettant d’obtenir une équation de mouvement.
Q 13 : Déterminer l’équation de mouvement en régime permanent (θ̇32 = cte) reliant Cm , Fc , M5, θ32, θ̇32

Q 14 : Pourquoi le couple moteur n’est-il pas constant en régime permanent? Quelle en est la conséquence sur
le comportement du système?
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