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Partie I

A€ O3(R), donc *AA = I3 et ||A|| = /Tr(l3) = V3

VA€ 03(R),||A|| = v/3, donc O3(R) est inclus dans la boule fermée de centre 0 et de rayon v/3 pour
la norme ||.|| et par suite il est borné .

D’autre part, O3(R) = f~*({l3}) ou f : M3(R) — M3(R), M ~— *MM qui est continue comme
composée de Papplication linéaire M +— (M, M) et I'application bilinéaire (A4, B) — *AB, toutes les
deux continues car M3(R) est de dimension finie,

Comme {3} est un fermé de M;(R) alors, d’aprés le cours, O3(R) est un fermé de M;(R).

V (M,N) € (M3(R))%|[|M]| — ||N|]] £ ||IM — N||, donc M + ||M|| est 1-lipshitzienne et par suite
elle est continue sur M3(R).

L’application M — [|A — M]|| est continue de M;3(R) vers R.et O3(R) est un compact, donc d’aprés
un théréme du cours (evn), elle y est bornée et atteint ses bornes, en particulier:

U € Ou(R). (4, 0u(R) = inf[|4— M| = | A~ U]

Soit M, N € M3(R) et U € O3(R), alors :d(M,O3(R)) < [|M = U|| < ||M — N||+ |N = U||
Donc VU € O3(R),d(M,O5(R)) — ||M — N|| < ||N — U|| et par suite:
d(N,05(R)) = inf [N —Ul>d(M,O0s(R)) - [[M - N
U€Os(R)
D’aprés [LE.1] on a ¥V (M, N) € (M5(R))?, d(M,OR)) — d(N,O5(R) < [|[N — M]|| et
d(N,OR)) —d(M,Os(R) < ||[M — N| = ||N — M||, d’ou:
V (M, N) € (M3(R))?,|d(M,O3(R)) — d(N,O3(R)| < ||[N — M]||, ainsi ® est 1-lipshitzienne donc elle
est continue.

Posons a = d(P, O3(R)) et soit Py = {M € P/®(M) < ®(0)} alors o = inf $(M).

MePy
Soit M € Py, d’apré ID, il existe U € O3(R) tel que :®(M) = | M — U||
donc ||M|| < ®(M) + ||U|| = (M) + V3 < d(0) + V3 = 2\/§(car d’aprés LA ®(0) = \/§)
Posons r = 2\/§, on a donc : Py C PN B,

Donc :o« > inf ®(M) > inf &(M) =«
MEPNB, MeP

Dottav= inf ®(M)=d(PnN B,,0sR))

MePNB,

D’aprés LF.1) il existe r > 0 tel que d(P, O3(R)) = d(M3(R)N B,, O3(R)) = . igrf]B ®(M), or PN B,
€ T

est fermé comme intersection des des deux fermés P( car sev de M3(R)) et B, (boule fermée)

P N B, est bornée car partie de la boule fermée B, qui est bornée, donc P N B, est un compact de
M;(R) .

® étant continue, elle atteint sa borne inférieuer sur P N B,, d’ou l'existence de A € PN B, tel que
A(P, 04(R)) = ©(A) = d(4, Oy(R))

Partie 11
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II.D

IIL.A
T1.A.1)

o '(‘!MM)="M'("M)="MM, donc "MM € S3(R)

e Soit A € R une valeur propre de ‘MM, alors il existe X € M;;(R) tel que X #0 et 'MMX =
AX, donc 'X'MMX = (MX)MX = NXX,or (MX)MX = |[MX]|3 >0 (ou .| est la

MX]|3
norme euclidienne usuelle de M3 (R)), d’ou A = | ”X“lb >0
2

MM est symétrique réelle, donc d’aprés un théoréme du cours, elle est diagonalisable au moyen
d’une matrice orthogonale ,ainsi 3P € O3(R) et A = diag(A\1, Ao, A3) telles que "MM = PA'P et
comme, \; > 0 pour i =1,2,3 , alors ‘MM = S? ou S = PD'P et D = diag(v/ 21, VA2, VA3)

M inversible donc \; > 0,1 < i < 3, donc S aussi inversible, on pose U = MS~!,
On a: ‘MM = S'UUS = 5%, donc 'UU = I3 et parsuite U € O3(R)

1 0 0

On obtient directement: ‘MM = [ 0 3  —+/2 | Le polynome caractéristique de *MM est
0 —v2 2

(1- X - X),

E) = vect(er, e3) , e1 = (1,0,0) et e; = (0,1,/2).
E, = vect(es) ot es = (0, —v/2,1) .

E\LE, et les vecteurs e, et ez sont orthogonaux, on constuit une b.o.n de vecteurs propres de *M M

1 0 0
en posant g; = He_-H’i =1,2,3, ce qui donne P = V3 3
! 2 1
Vi
1 0 0
5 V2
On alors S = Pdiag(1,1,2)'P = | 0 3 3 )
0 V2 1
3 3
1 0 0
1 2V/2
U=MpPDp=|0 35 ——5
0 2v2 1
33
Partie II1

|UA||? =Tr(H(UA)UA) =Tr(!A'UUA) = Tr(*AA) = || A||?,donc ||[UA| = ||A]

de méme on a ||AU|| = [|A]|

D’aprés I.D, il exsiste © € O3(R) tel que d(A, O3(R) = ||A — Q|| et d’aprés I1.C, il existe U € O3(R)
tel que A =US, ainsi VQ € O3(R):

|A— Q| = |[US — || = [U(S — U] = |5 — U9 = |[PDP — U9

=||P(D — P7'U'QP)P7Y| = ||D — P'UQP|

Or O3(R) est un groupe pour la mutiplication , donc P—1U QP décrit O3(R) tout entier lorsque
2 décrit O3(R) et par suite :

_ _ _ _ p-177-1 _
AAOu(R)) = inf |A=Q| = inf_|[D~PUQP| = d(D.Ou(R))
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II1.A.2) D’aprés L.F.2, il existe A € V telle que :d(V, O3(R)) = d(A, O3(R)).

I11.B
I11.B.1)

I11.B.2)

I11.B.3)

II1.C

IV.A

Soit U et P les matrices associées & A de la question III.A.1 et W = {P~'U~MP/M € V},alors

o W =T(V)ouV: M3(R) — M3(R), M — P 'UMP qui est linaire et injective (facile),
donc c’est un autotmorphisme de M;(R) et par suite W est un sev de M3(R) isomorphe a V,
donc dim(W) = dim(V)

e D=P WU TAPeW
e Soit N € W,d(N,O3(R)) = 1nf e IN — Q]
Or N eW, doncElMGVN \If( ),
Done [N = Q| = [[¥(M) = Q|| = [PTUTIMP = Q|
Or d’apré la qustion IILA..1|| (M) — Q| = [|M — T~HQ)| et
“HO3(R)) = {UPQP1/Q € O3(R)} = O3(R), car P, U, P~" € O3(R) et (O3(R), x) groupe.

Ainsi Qelélsz)HN Q| = Qelgf | M — T Q)|], c.a.d :d(N,O3(R)) = d(M, O3(R))

Bt inf d(N,03(R)) —Algéfvd(M, O3(R))
Dot d(W, O3(R)) = d(V, O3(R))
o d(W,05(R)) = d(A, O5(R)) = d(D, O3(R))d’aprés IILA.1

ID—Ul* = IIDII2 2<U,D>+||U|?
3
Or ||D|? = Z)\i, IU|? =3, car U € O3(R), d'ot:||[D = U => N =2 <U,D>+3

i=1

3
Posons U = (u;;), alors < U, D >= Z)\iuii,

=1
Or U € O3(R), donne |u;| <1 et comme \; > 0 pour ¢ = 1,2, 3, alors:

3
<UD >< Z

Comme I3 € O3(R), alors d(D,O3(R)) < ||D — I3]|
3

3
Dautre part:¥ U € O3(R), [D = U|? > Y N =2> X +3=|D - I’
i=1 i=1
donc VU € O3(R), ||D = U|| > ||D — I3
Et par suite d(D, O3(R)) > ||D — I3]|.
D'ou d(D,O3(R)) = ||D — I3]|
D’aprés I11.A,on a d(M,0O3(R)) = d(D,OR) ou D = diag(1,1,2) a été calculée dans la question

II.D
Et d’aprés la qustion II1.B.3), d(D,O3(R)) = ||D — I3|| =1

Conclusion:d(M, O3(R)) = 1

Partie 111
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IV.A)

IV.A2

IV.B

IV.C

IV.D

a b 0

c d 0
e f O

On écrit la décomposition polaire de A: A = US, avec S = PD'P, D = diag(\1, A2, \3) et TAA = S?

S% =t AA = (det(S))? = det(*AA) = (det(A))? = 0,

donc det(S) = 0 et par suite I'un des \; est nul, par exemple A3 = 0, alors

ID—LlP =M -1+ (A —1)2+1>1

d'ou d(V, 04(R)) = |5 — D|| > 1

Soit A =

Y

Soit A€ Voalors |[A—L|IP=(a— 1)+ (d—-1*+F+ e+ 0+ f2+1> 1, etpora=d=1,b=
c=e= f=0ononobtient |A—I3]| =1, dou d(l3,V) = 1.
Or d(V,04(R)) = inf d(U,V)<d(I3,V)=1

UeOs3(R)

Conclusion :d(V,03(R)) =1

On va montrer que V C (D — I3)*

Premiére méthode:
Ona | D — Ll = d(V,0s(R)) = d(V, ;) > |D — L] (Car D € V)

De d(I3,V) = ||D — I3]| et D € V, on conclut que D est la projecton orthogonale de I3 sur V', donc
D—I;eV*

DouV C (D — 13)l
Deuxiéme méthode:
Soit A €V, alorsVt € R, |[tA— (D — 13)H2 —||D — 13H2 = FHAH2 —2t<AD—1I3>

Or tA— D €V, donne, |[tA— (D — L)||*> — ||D — I]|*> > 0,
donc Vt € R, 1?[|A||? — 2t < A, D — I3 >> 0 et par suite < A, D — I3 >= 0,
Don A€ (D—1I3)t etV C(D-I)*

Pour dériver les fonctions R;,1 < i < 3, on dérive chaque composante , on obtient alors:

0 —1 0 00 —1 00 0
RO=]1 0 0], RO=[00 0 | etRLO)=]| 0 0 —1
0 0 0 10 0 01 0

Il alors immeédiat que (R} (0), R5(0), R5(0)) est libre et que < R.(0), (D — I3) >=0 pour 1 <i <3
On pose W = vect(R}(0), R5(0), R4(0))

OnaV C(D-1I)tetWcC (D-IF) (Car R(0)L(D — I3) pour i = 1,2, 3).

SiVNW ={0} ,alors V& W C (D — I3)*, et on alors:

dim(V + W) = dim(V) + dim(W) = 6+ 3 < dim(D — I3)* =8 ( Car c’est un hyperplan de M3(R)),

absurde.

f est de classe C'*° sur R, donc admet un développement limité en 0 & tout ordre, en particulier elle
admet un DL a l'ordre 2 en 0 donné par la formule de Taylor young:

f(t) = f(0)+tf'(0) + %f”(())t2 + t%e(t) ot e(t) — 0 lorsque t — 0, et:
f(0) = Ri(0)R5(0) B3(0) = Is, A= f'0) = aR;(0) + bR5(0) + cRy(0) € V,
f"(0) = a®R}(0) + b*R5(0) + 2 R5(0) + 2abR} (0) R,(0) + 2acR} (0)R5(0) + 2bcR,(0) R5(0),

1
Donc §f”(0) =B+ C o

—

1
C = ~(a®R}(0) + b*R5(0) + *R4(0)) = §diag(—a2 — b, —a® -, b —P), et

2
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0 —bc ac

B = abR(0)R,(0) + acR}(0)R5(0) + bcRy(0)R5(0) = | 0 0  —ab | qui est bien orthogonale a
0 O 0

Is—D

IV.E On a R;(at), Ra(bt) et Rs(ct) sont dans O3(R) qui est un groupe pour la multiplication, donc

f(t) € O3(R) et
D,A eV etV sevde M3(R), donc D +tA € V et par suite:
If(t) =tA—=D| = d(V, f(t)) = d(V, O3(R)) = d(D, Os(R)) = ||Is — D]

IV.F |[+t3(B+C+et)—D|?=|I3—D|*+2t* <I3— D, (B+ C+¢(t) > +t*| B+ C +e(t)|
Or<I3s—D,B>=0dou:
| I3+t2(B+C+e(t))—D||* = || I3—D|*+2t* < I3—D,C > +t* (2 < I3 — D, e(t) > +t*(|| B+ C +<(t)[]*)
On pose alors :e9(t) = 2 < I3 — D, e(t) > +t2(|\B + C + £(t)]]?), la continuité de la norme et du
produit scalaire donne: £5(t) — 0 lorsque ¢ tend vers 0.
Vit e Ry, %(ng +t3(B+C+et) = D||?—||[Is—D||*) =2 < Is — D,C > +&5(t) >0
On fait tendre t vers 0 on obtient < I3 — D, C >> 0

-1
IV.G D’aprés IV.F < I3 — D,C >= 7(a2(2 —z -y +VR2—-—z—-2)+*2—-y—2) >0, donc
a?2—z—y)+V2—z—2)+*2—y—2) <0, comme (a,b,c) # (0,0,0), alors 'un au mois des
réels 2 —x —y,2 —y — 2,2 — x — y est négatif ou nul.

IVH Ona D eV C (I3— D)*, donc < D, I3 — D >= 0, ce qui donne x(1 — ) +y(1 —y) + 2(1 — 2) = 0,
cad: 22+’ +22=2x+y+=2

11 3
53 2) et de rayon R = \é_
e F est un plan affine de direction le plan vectoriel 7 :  + y = 0 et passant par le point (1,1,0)

IV.I e E est la sphére de centre Q(

e (G est le demi-espace fermé de frontiére le plan F' et ne contenat pas l’origine

1 1
E*é—Q 1
d§,F) = =¥—F+—— = — < R, donc EN F est un cercle de rayon r et de centre w
V2 V2
projection orthogonale de Q sur F, (w(1,1,3) ), et de la relation r? + wQ? = R?, on tire que
1
r V= L

On va montrer que le diameétre de £ N G est le méme que celui du cercle £ N F' c’est a dire 2r = 1:
— —

Pour cela on choisit un repére orthonormé (€, ey, 5, €3) d’origine €2 tel que w2 = —des, ot d = ||w 2|

On note u(f) = cos (f)e; + sin (0)ey

Soit A et B deux point de £ N F', alors :

— — )

QA =ru(0) + z1e5 et QB = ru(fy) + 20e3 avec z; < —d et r? + 22 = R% pour i = 1,2.

Donc

||,ﬁ||2 [r2u(f2) — riw(fr) + (22 — Zl)esH
lrau(f2) — riu(fr) + (22 — 21)es]|”
= 1} 4715 = 2rira(u(61) fu(62)) + (z2 — 21)?
2R? — 2212 — 2ryro(u(6y) /u(6s))

R — 2d + 2T1T2.

IN

D’autre part: 77y = \/R2 — 23/ R2 — 22 < R* — d°
—
Done [[AB|? < 2R? — 22 + 2(R? — d?) = 4(R? — &)
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Finalement: HA—B)H <2VR?—-d?=2r

Avec égalité pour A =w +re; et B=w —re;

IV.J d(V,05(R))? = || Is — D|]? = (1 — 2)* + (1 — y)* + (1 — 2 = [NM|B, ot M(z,y,2) et N(1,1,1),
D’autre part, d’aprés IV.G et IV.H, M € ENG, de méme N € EN G, donc:

IMN|s < diam(ENG) = 1, done d(V, O5(R)) < 1.
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