
Vendredi 7 juin
Exercice 1 (Ensam Psi 2015) Soit f 2 C2 (R;R). On suppose que f et f 0 sont de carrés intégrables sur R. Montrer
que f est de limite nulle en +1 et �1..On suppose que f et f 00 sont de carré intégrables sur R. Montrer que f 0 est
de carré intégrable et
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Solution de l�exercice:
On rappelle le résultat vu en cours: ( lim

x!+1
f (x) = l et

R +1
0

f (t) dt converge) ) l = 0. dont la démonstration est à

connaitre.
On suppose que f et f 0 sont de carrés intégrables sur R. On a jff 0 (x)j � 1

2

�
f2 (x) + (f 0 (x))

2
�
, donc ff 0 est

intégrable sur R. Or lim
x!+1

R x
0
ff 0 (t) dt = 1

2

�
f2 (x)� f2 (0)

�
donc f2 admet une limite réelle en +1. CommeR

R+ f
2 est convergente, la fonction f2 admet une limite nulle en +1 et donc lim

x!+1
f (x) = 0. On obtient de même

que lim
x!�1

f (x) = 0.

On suppose maintenant que f et f 00 sont de carrés intégrables sur R. On obtient de même que ff 00 est intégrable
sur R et, d�après l�inégalité de Cauchy-Schwarz,

�R A
�A ff

00 (x) dx
�2
�
R A
�A f

2 (x) dx�
R A
�A

�
f
00
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(x) dx et en passant

à la limite,
R
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: (R) Or

R v
u
(f 0 (x))

2
dx = ff 0 (v) � ff 0 (u) �

R v
u
ff 00 (x) dx : (R). Il su¢ t

donc de montrer lim
u!+1

ff 0 (u) = lim
v!�1

ff 0 (v) = 0 pour en déduire que
R
R (f

0)
2 converge et

R
R (f

0)
2
= �

R
R ff

00.et

en déduire le résultat.
Par intégration par parties,

R A
0
(f 0 (x))

2
dx = ff 0 (A)�ff 0 (0)�

R A
0
ff 00 (x) dx. A 7!

R A
0
(f 0 (x))

2
dx admet une limite

(�nie ou +1) en +1 car f 02 � 0 et A 7!
R A
0
ff 00 (x) dx admet une limite �nie car ff 00 est intégrable sur R. On en

déduit A 7! ff 0 (A) admet une limite L (�nie ou +1) en +1 Si L 6= 0 alors A 7!
R A
0
2ff 0 (x) dx = f2 (A)� f2 (0)

aurait pour limite �1 en +1 et donc limA!+1 f2 (A) = +1. donc f2 ne serait pas intégrable sur R+. On en
déduit que limA!+1 ff 0 (A) = 0. On montre de même que limA!�1 ff 0 (A) = 0. Comme

R v
u
(f 0 (x))

2
dx = ff 0 (v)�

ff 0 (u)�
R v
u
ff 0 (x) dx, en passant à la limite dans (R), on obtient

�R
R (f

0)
2
�2
=
�
�
R
R ff

00�2 � RR f2 � RR (f 00)2.
Exercice 2 Ccp: Etudier la convergence et déterminer la limite de la suite (un) dé�nie pour n 2 N� par un =R +1
0

sin (nt)

nt+ t2
dt.

Solution de l�exercice: Pour appliquer le théorème de convergence dominée, l�inégalité
���� sin (nt)nt+ t2

���� � 1

t+ t2
=

' (t) ne convient pas car t 7! 1

t+ t2
n�est pas intégrable sur ]0; 1]. Pour t 2 ]0; 1], jsin (nt)j � nt

���� sin (nt)nt+ t2

���� �
nt

nt+ t2
� 1 et si t > 1,

���� sin (nt)nt+ t2

���� � 1

t+ t2
. On pose ' (t) =

(
1 si t 2 ]0; 1]
1

t+ t2
si t > 1

.

Exercice 3 (Mines 2015) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fn) dé�nie par fn (x) =
0 si jxj > 1

n et fn (x) = n� n2 jxj si jxj � 1
n . Etudier la limite de la suite de terme général In =

R +1
�1 fn (x) g (x) dx

ou g est une fonction continue sur R.

Solution de l�exercice: La fonction fn est paire. Elle est a¢ ne sur
�
0; 1n

�
avec fn (0) = n et fn

�
1
n

�
= 0.

La suite (fn (0)) ne converge pas et si x 6= 0, il existe n0 tel que 1
n0

< jxj et pour n � n0, on a fn (x) = 0 donc
limn!+1 fn (x) = 0. La suite de fonctions (fn) converge donc simplement sur R� vers la fonction nulle notée f ..
Pour n �xé et x 6= 0, on a jfn (x)� f (x)j � supt2R� jfn (t)� f (t)j donc limn!+1 jfn (x)� f (x)j = fn (0) = n �
supt2R� jfn (t)� f (t)j donc la suite (supt2R� jfn (t)� f (t)j)n2N ne converge pas vers 0 donc la suite de fonctions (fn)
ne converge pas uniformément sur R� L�intégrale In est dé�nie et In =

R 1
n

� 1
n

fn (x) g (x) dx. Montrons que la suite (In)

converge vers g (0). On remarque que
R 1

n

� 1
n

fn (x) dx = 1 (aire du triangle). Soit " > 0. La continuité de g entraîne qu�il

existe � > 0 tel que si jx� 0j � �, alors jg (x)� g (0)j � ". Si 1n � � (soit n � 1
� ), on aura, pour tout x 2

�
� 1
n ;

1
n

�
,

jg (x)� g (0)j � " donc jIn � g (0)j =
���R 1

n

� 1
n

fn (x) g (x) dx� g (0)
��� = ���R 1

n

� 1
n

fn (x) g (x) dx� g (0)
R 1

n

� 1
n

fn (x) dx
��� =���R 1

n

� 1
n

fn (x) (g (x)� g (0)) dx
���
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donc jIn � g (0)j �
R 1

n

� 1
n

jfn (x) (g (x)� g (0))j dx � "
R 1

n

� 1
n

jfn (x)j dx = "
R 1

n

� 1
n

fn (x) dx = ". Comme " est quel-

conque, on en déduit que limn!+1 (In) = g (0).

Exercice 4 (Mines 2016) Pour n 2 N et x 2 [0; 1], on pose fn (x) = 3n
�
x2

n � x2n+1
�
. Etudier la convergence de

la suite de fonctions (fn) sur [0; 1]. Comparer lim
n!+1

R 1
0
fn (t) dt et

R 1
0
lim

n!+1
(fn (t)) dt. Que peut on en déduire?

Solution de l�exercice: On a, si x 2 ]0; 1[, 3nx2n = en ln(3)e2
n ln(x) = en ln(3)+2

n ln(x) !n!+1 0 car n ln (3) +
2n ln (x) �n!+1 2n ln (x) !n!+1 �1. On en déduit que lim

n!+1
fn (x) = 0. Le résultat est aussi vrai pour x = 0

ou x = 1 donc la suite de fonctions (fn) converge simplement vers la fonction nulle sur [0; 1]. On a
R 1
0
fn (t) dt =

3n
R 1
0
t2

n � t2
n+1

dt = 3n
�

1

2n + 1
� 1

2n+1 + 1

�
= 3n

�
2n+1 � 2n

(2n + 1) (2n+1 + 1)

�
= 3n

�
2n

(2n + 1) (2n+1 + 1)

�
�n!+1

6n

2� 4n !n!+1 +1. Il n�y a donc pas convergence uniforme de la suite (fn).

Exercice 5 Ensam: On pose, pour x réel, F (x) =
R +1
0

tx

1 + t2
dt. Etudier l�ensemble de dé�nition, la continuité

et la parité de F . Etudier la dérivabilité de F . Déterminer les limites au bornes de l�ensemble de dé�nition de F .

Montrer que F (x) =
R 1
0

tx + t�x

1 + t2
dt et donner un équivalent simple de F aux bornes de son ensemble de dé�nition.

Solution de l�exercice: En 0:
tx

1 + t2
�t!0 t

x > 0 donc
R 1
0

tx

1 + t2
dt converge si et seulement si x > �1. En

+1: tx

1 + t2
�t!0 t

x�2 > 0 donc
R 1
0

tx

1 + t2
dt converge si et seulement si 2 � x > 1 c�est-à-dire x < 1. La fonction

F est dé�nie sur ]�1; 1[. Soit a 2 ]0; 1[. Nous aloons e¤ectuer une domination pour x 2 ]�a; a[. Si t 2 ]0; 1] et

x 2 ]�a; a[ tx = ex ln(t) et ln (t) � 0 donc tx < t�a donc

���� tx

1 + t2

���� � t�a

1 + t2
. Si t 2 ]1;+1[ et x 2 ]�a; a[ tx < ta donc���� tx

1 + t2

���� � ta

1 + t2
. La fonction ' dé�nie par ' (t) =

t�a

1 + t2
si t 2 ]0; 1] et ' (t) = ta

1 + t2
si t 2 ]1;+1[ est continue

par morceaux et véri�e 8t 2 ]0;+1[, 8x 2 ]�a; a[
���� tx

1 + t2

���� � ' (t). De plus elle est intégrable sur ]0;+1[ (étude

analogue à ce qui précède) donc la fonction F est continue sur ]�a; a[ et donc sur ]�1; 1[ car a est quelconque. On a

F (�x) =
R +1
0

t�x

1 + t2
dt =

R +1
0

�
1
t

�x
t2
�
1 + 1

t2

�dt = � R 0
+1

ux

1 + u2
dt = F (x) (changement de variable t 7! 1

t de classe C
1

et bijection de ]0;+1[ sur ]0;+1[. Posons g (x; t) = tx

1 + t2
. On a donc

@g

@x
=
ln (t)� tx
1 + t2

. 8t 2 ]0;+1[, 8x 2 ]�a; a[���� tx

1 + t2

���� �  (t) avec  (t) =
ln (t) t�a

1 + t2
si t 2 ]0; 1] et  (t) = ln (t) ta

1 + t2
si t 2 ]1;+1[. La fonction  est continue par

morceaux et intégrable sur ]0;+1[: En 0,  (t) �t!0 ln (t) t
�a > 0 et si a < b < 1, ln (t) t�a = ot!0

�
t�b
�
et t 7! t�b

intégrable sur ]0; 1]. En +1,  (t) �t!0 ln (t) t
a�2 > 0 et si a�2 < b < �1, ln (t) t�a = ot!0

�
tb
�
et t 7! tb intégrable

sur [1;+1[. On en déduit que F est de classe C1 sur ]�a; a[ et donc sur ]�1; 1[ et F 0 (x) =
R +1
0

ln (t)
tx

1 + t2
dt. On

a F (x) �
R 1
0

tx

1 + t2
dt �

R 1
0

tx

2
dt =

1

2 (x+ 1)
(pour le calcul de cette intégrale, distinguer les cas x � 0 et x < 0

où l�intégrale est généralisée). On en déduit que lim
x!�1

F (x) = +1. Par parité, lim
x!1

F (x) = +1. On montre

F (x) =
R 1
0

tx + t�x

1 + t2
dt en posant u =

1

t
dans

R +1
1

tx

1 + t2
dt. On va montrer que F (x) �x!�1

R 1
0
txdt =

1

x+ 1
. On

a F (x) � 1

x+ 1
=
R 1
0

tx + t�x

1 + t2
� txdt =

R 1
0

t�x + tx+2

1 + t2
dt et 0 � t�x + tx+2

1 + t2
� 2 donc 0 � F (x) � 1

x+ 1
� 2 donc

F (x)� 1

x+ 1
= ox!�1

�
1

x+ 1

�
donc F (x) �x!�1

1

x+ 1
er un équivalent simple de F aux bornes de son ensemble

de dé�nition. (�x+ 1)F (x) = (�x+ 1)F (�x)!x!1 1 donc F (x) �x!�1
1

�x+ 1 .

Exercice 6 (IMT 2018) Soit x > 0. Montrer que la série
P 1

ch (nx)
est convergente. On pose f (x) =

+1P
n=0

1

ch (nx)
.

Montrer que la fonction f est continue. Montrer que la fonction x2f (x) admet une limite en 0 et déterminer cette
limite.
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Solution de l�exercice: L�inégalité ch (a) � ea

2
entraîne que 0 � 1

ch (nx)
� 2

enx
= 2 (e�x)

n. La série
P
(e�x)

n

converge car e�x < 1 donc la série
P 1

ch (nx)
converge. Montrons que f est continue sur ]0;+1[. Soit a > 0.

Posons un (x) =
1

ch (nx)
. Pour tout n, la fonction un est continue sur [a;+1[. Si x � a, ch (nx) � ch (na) > 0

donc 0 < un (x) � un (a). On a donc supx�a jun (x)j = un (a) et la série
P
un (a) converge donc la série de fonctionsP

un converge normalement donc uniformément sur [a;+1[. On en déduit que f est continue sur [a;+1[ avec

a > 0 quelconque donc f est continue sur ]0;+1[. On a x2f (x) =
+1P
n=0

x2

ch (nx)
. Posons vn (x) =

x2

ch (nx)
(x � 0).

Pour appliquer le théorème de la double limite, montrons que
P
vn converge uniformément sur ]0;+1[. On a

vn (x) � 2x2e�nx = wn (x). On a w0n (x) = 2x (2� nx) e�nx. Les variations de wn sur ]0;+1[ donnent alors

0 � wn (x) � wn

�
2

n

�
=

8

n2
e�2. On a donc supx>0 jvn (x)j �

8e�2

n2
. On en déduit que la série de fonctions

P
vn

converge normalement donc uniformément sur 0;+1. Comme 8n; lim
x!0

vn (x) = 0, le théorème de la double limite

donne lim
x!0

x2f (x) = lim
x!0

+1P
n=0

vn (x) =
+1P
n=0

lim
x!0

vn (x) = 0 (on en déduit que f (x) = ox!0

�
1

x2

�
).

Exercice 7 (ccp 2018) Soit pour n 2 N, In =
R 1
0
ln (1 + tn) dt.

1. Déterminer la limite de la suite (In).

2. Soit L =
R 1
0

ln (1 + u)

u
du. Justi�er l�existence de L et justi�er que In �n!+1

L

n
.

3. Justifer que L =
�2

12
(on admet que

+1P
n=1

1
n2 =

�2

6
).

Solution de l�exercice: Q1: Soit la fonction dé�nie sur [0; 1[ par fn (t) = ln (1 + tn). La fonction fn est
continue donc CPM. On a, pour t 2 [0; 1[, lim

n!+1
fn (t) = 0 donc la suite de fonctions (fn) converge simplement

vers la fonction nulle. Or jfn (t)j � ln (2) = ' (t). La fonction ' est continue sur [0; 1] donc intégrable sur [0; 1[.
D�après le théorème de convergence dominée, (In) converge vers

R 0
0
0dt = 0. Q2: On a ln (1 + u) �u!0 u donc

u 7! ln (1 + u)

u
est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur ]0; 1]. Si n � 1, par le changement de

variable C1 et bijectif de ]0; 1] dans ]0; 1] dé�ni par u (x) = xn, on a nIn =
R 1
0

ln (1 + tn)

tn�1
ntn�1dt =

R 1
0

ln (1 + u)

u
n�1
n

du.

Posons gn (u) =
ln (1 + u)

u
n�1
n

du. On a n�1
n � 1 et u 2 ]0; 1] donc un�1

n � u j et gn (u)j �
ln (1 + u)

u
qui est intégrable

sur ]0; 1]. Le téhorème de convergence dominée donne alors lim
n!+1

R 1
0

ln (1 + u)

u
n�1
n

du =
R 1
0

ln (1 + u)

u
du = L donc

In �n!+1
L

n
. Q3: Pour u 2 ]0; 1[, ln (1 + u) =

+1P
n=1

(�1)n�1

n
un donc

ln (1 + u)

u
=

+1P
n=1

(�1)n�1

n
un�1. Posons

vn (u) =
(�1)n�1

n
un�1. La fonction vn est continue sur [0; 1] donc intégrable sur ]0; 1[. La série de fonctionP

vn converge simplement vers u 7!
ln (1 + u)

u
sur ]0; 1[et

R 1
0
jvn (u)j du =

1

n2
donc, comme

P 1

n2
convege, on aR 1

0

ln (1 + u)

u
du =

+1P
n=1

R 1
0
vn (u) du =

+1P
n=1

(�1)n�1

n2
= L. On a

+1P
n=1

1

n2
� L = 2

+1P
n=1

1

(2p)
2 =

1

2

+1P
n=1

1

n2
donc L =

�2

12
.

Exercice 8 (Ccp 2018) On pose, pour n 2 N� et x � 0, fn (x) =
xn

n2 (1 + x2n)
.

1. Etudier la convergence simple de (fn)n2N. Déterminer la limite quand n tend vers +1 de
R 1
0
fn (t) dt.

2. Etudier la convergence simple de la série de fonctions
P
fn. Soit S sa somme. Donner, pour x > 0, une

relation entre S (x) et S
�
1
x

�
.

3. Etudier la continuité de S sur [0;+1[. Etudier la limite de S en +1.
3
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Solution de l�exercice: Si x 2 [0; 1], alors
���� xn

n2 (1 + x2n)

���� � ����xnn2
���� � 1

n2
et si x > 1, alors

xn

(1 + x2n)
� 1 donc���� xn

n2 (1 + x2n)

���� � 1

n2
donc lim

n!+1
fn (x) = 0 = f (x) et supx�0 jfn (x)� f (x)j �

1

n2
donc la suite de fonctions (fn)

converge uniformément vers la fonction nulle sur R+. La suite de fonctions (fn) converge uniformément vers la
fonction nulle sur [0; 1] donc lim

n!+1

R 1
0
fn (t) dt =

R 1
0
lim

n!+1
fn (t) dt = 0:

On a kfnk1 � 1

n2
donc la série de fonctions

P
fn converge normalement (donc simplement) sur R+. Si x > 0,

fn
�
1
x

�
=

�
1
x

�n
n2
�
1 +

�
1
x

�2n��x2nx2n
=

xn

n2 (1 + x2n)
= fn (x). On en déduit que S

�
1
x

�
= S (x). La série de fonctions

P
fn

converge normalement donc uniformément sur R+ et chacune des fonctions fn est continue donc S est continue sur R+.

On a S (x) = S
�
1
x

�
. De plus

(
lim

x!+1
1
x = 0

lim
0
S = S (0) = 0 (continuité de S)

donc lim
x!+1

S
�
1
x

�
= 0 donc lim

x!+1
S (x) = 0.

Exercice 9 (Mines 2017): Soit f une application continue de R+ dans R. On dé�nit la suite de fonctions (fn) de
R+ dans R par f0 = f et, pour tout n 2 N, pour tout x 2 R+, fn+1 (x) =

R x
0
fn (t) dt. Etudier la convergence de la

série de fonctions
P
fn et déterminer sa somme à l�aide d�une équation di¤érentielle.

Solution de l�exercice:

1. Soit a > 0. a fonction f est continue sur le segment [0; a] donc bornée. Posons M = sup[0;a] jf j. On a
f1 (x) =

R x
a
f (t) dt donc jf1 (x)j �M jx� aj. Montrons par récurrence

que 8x 2 [a; b] ; jfn (x)j �
Mxn

n!
=
Mxn

n!
. C�est vrai pour n = 0 et n = 1.On a jfn+1 (x)j =

��R x
0
fn (t) dt

�� �R x
0
jfn (t)j dt �

R x
0

Mtn

n!
dt =

Mxn+1

(n+ 1)!
.

Soit x 2 [0; a]. La série
P Mxn+1

(n+ 1)!
converge donc la série

P
fn (x) converge (absolument). La série de fonctionsP

fn converge donc simplement.

Remarque: supx2[0;a] jfn (x)j �
Man

n!
donc la série de fonctions

P
n�1

fn converge normalement sur [0; a].

2. Posons g =
P
fn. On veut utiliser le fait que f 0n+1 = fn et utiliser le théorème de dérivation terme à terme. On

pose donc u = g � f =
+1P
n=1

fn (car f0 = f n�est supposée que continue). La série
P
n�1

fn converge simplement

vers u, chaque fn; (n � 1) est de classe C1 et f 0n = fn�1, la série
P
n�1

f 0n =
P
n�0

fn converge normalement

donc uniformément sur [0; a] vers g. On a donc u0 = g et donc u0 = u + f . La méthode de variation de la
constante appliquée à l�équation u0 � u = f entraîne que u (x) = ex

�
�+

R x
0
f (t) e�tdt

�
(véri�cation laissée

au lecteur) et, comme u (0) = 0 car fn (0) = 0 pour n � 1, on a donc u (x) = ex �
R x
0
f (t) e�tdt donc

g (x) = f (x) + ex �
R x
0
f (t) e�tdt.
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