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51 Exercice 6 (Mines Psi 2015) Donner le domaine de convergence de f (z) = > (2 +)
n=1"N x

5 - Démontrer que la fonction

f est intégrable sur R et calculer f_ f(z)dx.

(_1)71/
n? 4+ %’
(|tun (2)]),,cn converge vers 0 en décroissant donc la série ) u, ( ) est convergente. La fonction f est donc définie
sur R. Elle est continue (convergence normale car |u,|,, = n2 et continuité des u,). D’apres le CSSA, On a

Solution de I’exercice: Posons u, (z) = Pour z € R fixé, la série Y u, (x) est alternée et la suite

1 1

If (@) < |uo (x)] = 1o La fonction z — 1522 est paire et intégrable sur Ry car f () ~z—too e donc f

1 1 T

st intégrable sur R. O e de = &5 [T° —— _do = 1 [F d = est bijecti

est intégrable sur nafo e T =23, 1+(£)2 z =+ [y T u (T — - est une bijection
1

+oo oo 1
de classe C' de Ry dans Ry donc [)"™ O ———dz = 2— donc [ e ——_dv = _ et la série > f lun, ()| dz
diverge. On ne peut donc pas appliquer le théoréeme d’ 1nterversi0n série- 1ntegrale On va montrer qu'on peut

. +OO o +OO _1 n N _1 n
cependant montrer que fjoo f@)yde = fjoo Uy (z)dz = ), g Posons Sy = > (=) = et 4, =
' n=1" n=1 n n=1 n
oo N N too 400
’j_mf(x)dx—SN‘. On a f(z) = Y uy(z)+ Z Up, () doncj Un (2)de + [T 3 up (x)dz et
n=1 n=N+1 nfl n=N+1
foo & +<>o N N (_1)n7"
Jo0 Y un () de = Z I x) dz (par linéarité de l'intégrale) donc f S ouy (z)de = ) = Sn.
n=1 n=1 n=1
+oo oo
On a donc §,, = j;o > un (x)dz|. Or, d’aprésle CSSAona| >, up(z)dz| < |uns1 (x)] qui est intégrable
n=N+1 n=N+1
oo too ~+o00 m , . 400
donc 6, = [ > up () de| < 77 ungr (2)]de = == —N—toc 0. On en déduit que [ f(z)dz =
n=N+1 2(N+1)
+oo (1)
NIHE Sp =3 w (cette limite vaut — In (2) mais je pense que ¢a ne faisait pas partie de I'exercice).
- n=1

In (1 + n2m2)

52 Exercice 7 (Ccp psi 2015) On pose uy, (x) = Donner le domaine de convergence de f(z) =

n2ln(l+n)’
“+oo
3" uy, (z). Démontrer que la fonction f est de classe C* sur R*.
n=1

Solution de I’exercice: On commence par le calcul classique (cf logarithmes d’équivalents)

w2 (o 2?2\ 2. ] . 2\
Onau, (0) = 0 donc > uy, (0) converge. Siz # 0 alors u,, (x) = NN M) e \A ) oo
3 n?In(1+ n) n? (In(n) +In(1+ 1))

In(1+n2x2)=In(n2x2)+ In(1+1/n2x2) equivalent a In(n2x2)=2In(n)+2In(x) équivalent a 2 In(n)
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21n (n)

T() ~n—+too —5 donc la série Y uy, (z) converge donc f est définie sur R. Soit 0 < a < b. Les fonctions u,, sont
n?1In(n n

1 2z 2b
1 _ _ 1o
de classe C*' sur [a,b] et u,, (z) = Y X 7 FRect On a |u, (z)| < () (1 fna) . On en déduit
2b 1
que |jun |, < an avec o ~p—qoo m = Op—too (n ) donc la série Y |lu,||, converge. La série de

fonctions > u,, converge simplement sur R.et la série de fonctions Y ul, converge normalement donc uniformément
sur [a,b] donc f est de classe C* sur [a,b] donc sur |0, 4+ + oo[ et ' (z) = 32> !, (x). Pa parité, f est de classe O
sur |—o0, 0].

Exercice 8 (Ccp 2011) Donner le rayon de convergence et la somme de la série enticre Y 2" (=1 "gn

Solution de ’exercice: .1l s’agit de la somme des séries entieres Y 22722 et S 27 (2P+1 2P+l On a E 22”322” =
> (43: ) et cette série converge ssi ’4952‘ < 1. La premiére série entiére est de rayon de convergence R; = 5. On a

> 2-(@rtl)p2p+l — 2 52 ( ) et est de rayon de convergence Ry = 2. Les deux rayons étant distincts, la série entiére

n L koo aP 1
37 27X(=D"gm 3 pour rayon de convergence R = +. De plus Z Z (422)’ +2 3 (%2) =— 5t a -
n=0  p=0 p=0 1 -4z 2 ( — T)



