Analyse 3: mercredi 5 juin
suites et séries de fonctions

nx

Exercice 1 (IMT) Pour toutn € N et x € R, on pose f, (z) = Tt
n’x

1. Ftudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,).

2. Montrer que (f,) converge uniformément sur tout intervalle de la forme [a,+oo[ avec a > 0.

Solution de I’exercice: la: CV simple: On a f, (0) =0 —, .15 0
Six#0, fr(T) ~noioo % — 100 0 donc la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle
x

(notée f).

Ib: On pose [lgl.. = supyer g ()] 81 T = [0, +00[, 1 — Fll = [fulle = o (£) = & done [ fo = Fll. Frnrioe 0
donc la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformémént sur [0, +o00].
nw nw 1 1

2: Si I = [a,+o0] avec a > 0 alors |f, (z) — f (z)| = T n2a? =— < —.
n?x

~n?2z2  nz T na

On en déduit que ||f, — f|l., £ — —n—+00 0 donc la suite de fonctions (f,,) converge uniformémént sur [a, +00].
na

372

er +1°

Exercice 2 (ccinp) On pose, pour x >0, f(z) =

1. Montrer que la fonction f est intégrable sur [0, +o0].

= (-1
—oy
dx n;l =

2. Montrer que f0+°° T
el’

Solution de ’exercice: 1: La fonction f est continue sur [0, +ool.

4 1
En 400, on a 22 f (z) = x+ T zte™ — 0 donc f (z) =0 (—2> donc f est intégrable sur [0, +o0|.
er T
2: Onasixz >0, f(x) = i = v =gl L r?e™? i (—)"e ™ car0<e ™ <1
’ e +1 e (l+e?) 14+e® =0
Do f(z) = 3 (=1)"a2e (D7 = 3" (—1)" T g2 = 3 (=1)" M, (x) avec v, (z) = 22"
n=0 n=1 n=1

Posons wy, (z) = (=1)""" v, () et appliquons le théoréme d’interversion séries-intégrales.

e Chaque w,, est continue sur |0, +oo.
e La série de fonctions )  w,, converge simplement vers f.

e Chaque w, est intégrable sur |0, +oo[ car |w,| = v, est continue sur [0, +oo|

1 o .
et 2%v, () = 2%e ™™ —,_ | 0.donc v, (z) = 0y 100 (ﬁ . IPP sous réserve de limites finies:
+o0 1 2 _nx e 2 +o0 —nz 400 —nz . .
Jo " vn () do = | ——ae + = [, T we ™ dr = = [ we " dx (croissances comparées)
n 0 n n
+oo 1 —nx A 2 +too  _na 2 —nx]T00 2 : 4
Jo " vn (2) do = |——wze +— ), e ™dr = ——[eT""]j" = — (croissances comparées) donc
n n2 n3 3
0
+o0 _ 2
Iy 7 wn ()| do = =



e La série > fo |wy, (z)| dx est une série convergente
On en déduit que f est intégrable (ce qu’on avait déja vu) et

2 @)de = 5 [ e do = 55 (-1

n=1
Exercice 3 (IMT) Pour n € N et z € [0,1], on pose f, (x) = 3" <x2" _ xQ"H)_
1. Ftudier la convergence de la suite de fonctions (f,) sur [0, 1].

2. C’ompar@r hm fo fn (t)dt et fo hm (fn () dt. Que peut on en déduire?

e In(3) e2" In(z) n1n(3)+2" In(x)

Solution de l’exercice: 1: On a, si z € ]0,1[, 3"2?" = = e —ntoo 0 car

nln(3) +2"In (z) ~pioo 2" In () =400 —00. On en déduit que lirf fu (z) =0.
Le résultat est aussi vrai pour x = 0 ou 1 donc la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction
nulle sur [0, 1].

1 1 3" 1 1
1: O L () dt =37 [ 12" — 2"t = 3" - = —~ t
na o fult Jo o1 24 1)  m\141/2" 2+1/27) ¢

| 1 1/3\"
I L O dt == (2) e o0,
nse 14 1/20 24 1/20 2 one fo fu(t a\g) Tt T

S’il y avait convergence umforme de la suite ( fn) on aurait (th d’interversion limite intégrale sur un segment)

liril fol fn(t)d fo t)dt = 0, ce qui n’est pas le cas donc il n’y a pas convergence uniforme.
t(In(t
Exercice 4 (Ccinp 2017): Soit I = fol Adt
2(1—t)
1. Montrer que l’intégrale I est convergente.
1
2. Développer en série entiére x +— 1—)2
—x
+o0o +o0o
8. En déduire que I = Y 5 — > .
n=1 n=1

t(In(t
Solution de I’exercice: 1:Posons, pour t € ]0,1[, f (t) = % La fonction f est définie et continue sur
10, 1[.
On a Pr% f(t) =0 donc f admet un prolongement par continuité en 0

De plus, In (1 + h) ~p,_0 h donc In (¢) ~;_.; t — 1 donc 11rr11 f(t) = 5 donc f admet un prolongement par contiuité
en 1 l'intégrale I converge.

+oo
2: En dérivant la série géométrique, W = > nz"! pour x € |-1,1]
— X n=1

on n

3: On en déduit que [ = fol > §t” In® (¢) dt. Posons, pour n > 1, u, (t) = §t” In? (¢) et appliquons le théoréme
n=1

d’interversion série intégrale sur |0, 1].

- Les fonctions u,, sont continues par morceaux sur |0, 1].

- La série de fonctions ) u,, converge simplement sur |0, 1] (vers f).

- Chaque fonction u,, est intégrable sur |0, 1[ (prolongeable par continuité en 0 et 1).

1
-Ona fi funl = foun = fy 5 Dgnn? (t) dt = [ st (1n(t)>2] — b mtnIn (f) dt = — [} 2t" In (¢) df done

1
_ n_4n+l1 n n _
f]o,l[un = — [n+1t n (¢ ] + fo o +1)2t dt = fo = +1)2t dt (nH)g “nrtoo —3 donc la SATP Zf]o,1[|un| et
— n:1 ]071[ n = (n+1)3- (n+1)3 - (n+1)3 (n+1)37 = (TL+1)2 (7’L+1)3 - = n2 = n3 = n2 = n3 "

2



Exercice 5 (Ccinp):

| o) fx(1-3) L

1. Justifier la convergence et calculer » ~——+ " .pour T € 3 2.
n=1 n n=1

2. Peut on étendre le résultat?

Solution de ’exercice: 1: La série entiére ) T a pour rayon de convergence 1 et Vo € |—1,1[,In(1 —z) =

n>1
a,/.n
% n
- (=1)" -~ ) : - (1—a)"
Cette série converge pour x = —1: > est spéciale alternée et el diverge pour = 1. La série ) ———
n>1 N n
: . (=)
converge donc si et seulement si 1 —x € [—1,1] et la série > | ——=~— converge donc si et seulement si 1 — = E
n
—-1<1—-z<1 0<zx<2 1 o1 (1—:15)
—1,1]. = = S< <o - ~
[—1,1[. Or 11l {O<%S2(:)2_x_2 Ona,512<x<28dors;::1 - +
= (1 — l)n 1 1
> t=—In(1-(1-2))-In(1-(1-1))=-In(z) —In (%) =0.
n=1

2: On peut étendre la relation In (1 +z) = ) (—1)"_1 T ax=—1
n

n>1
n—1 "
Posons g (z) = > (—-1)" " —.
n>1 n
Montrons que g (1) = In (2). Pour cela, montrons que g est continue sur [0, 1].
Appliquons le th de continuité de la somme de la série de la série de fonctions ) u, sur [0,1] avec u, () =
xn
_1 n—1 -
(=1) " |
- Les fonctions u,, sont continues sur [0, 1].

- CV simple (déja connu sur [0, 1[): CSSA (qui servira pour la CV uniforme):

pour z fixé, .

-(=1)"u, (z) = ~Z <0 donc de signe constant.
n
- lim w,(z) =0

n—-4o00
n+1

i (@) =~ < — < Juy (2)] car = € [0,1].

donc la série de fonctions ) u,, converge simplement sur [0, 1].
- CV uniforme:

Remarque: u, (1) = —donc |u,||, > + donc il n’y a pas convergence normale.
n

n+1
D’apres CSSA, |R,, (2)]| < |upt1 ()] = — 1 < . donc [|Rp||, < 2 —noioo 0.
On en déduit que g est continue sur [0, 1]
+00 1"
Org(z)=In(1+z)siz<1donc lin%ln(l + 1) = lirqg(x) = g(1)doncIn(2) =g (1) = 3 (-1)"' —, ce qui
T T n=1 n

permet d’étendre le résultat & x € {%, 2}.

Exercice 6 (ccinp) Soit pour n € N, I, = fol In (1+¢")dt.

1. Déterminer la limite de la suite (I,).

11D ]_—|-U)

2. Soit L = f —— = du. Justifier l’existence de L et justifier que I, ~p, 100 —

3



3. Justifer que L = D (on admet que Y 5 = E)
n=1

Solution de ’exercice: 1: Appliquons le théoréme de convergence dominée sur [0, 1[ & f,, : £ — In (1 + t).
- On a, pour t € [0,1], liril fn (t) = 0 donc la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

- Les fonctions f,, est sont continues donc CPM sur [0, 1].

- |fa ()] <In(2) = ¢ (t). La fonction ¢ est continue sur [0, 1] donc intégrable sur [0, 1].
D’apres le théoréme de convergence dominée, (I,,) converge vers fol 0dt = 0.

In (14 u)

2: Onaln(l+wu) ~youdoncu—
u

est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur |0, 1] donc
I'intégrale L converge.

Si n > 1, par le changement de variable C! et bijectif strictement croissant de ]0, 1] dans ]0, 1] défini par u (z) =

In(1+1¢" In (1 In (1 1
", on a nl, = 01 Mmf”_lalt = 1#61% Posons g, (u) = Muﬁ. On a u € ]0,1] donc
tn—1 0 =l
In (14 u)

un < ul et g, (u)| < qui est intégrable sur ]0,1]. Le téhoréme de convergence dominée donne alors

u
1ln(1+u)du_ 1 In (1 +w) L

lim nl, = lim du =L donc I, ~p . yoo —-
n

n—-+00 n—-+00 0 unT_l ~Jo
+o00o _1 n—1 1 1 +00 _1 n—1 _1 n—1
3: Pour u € 0,1[, In (1 +u) = (=) u" donc m(l+u) 3 ﬁu”_l. Posons v, (u) = Lu”_l.
- La fonction v,, est continue sur [0, 1] donc intégrable sur |0, 1].
In(1+wu)

- La série de fonction ) v, converge simplement vers u — sur ]0, 1]

u

1 1
- fol vy, (u)]| du = = donc, comme ) 3 converge, le th d’interversion Y — [ donne

1In(1+4u) 2 o ()"
IR Tdu = nZ::l Jo vn (w) du = nZ::l = L.
R | oo 1 1121 2
0 ——L=2 — - —donc L =",
RS nZ::l (2p)° 2 nz::l n? SN 12
Exercice 7 (IMT 2018)
‘ , 1
1. Soit x > 0..Montrer que la série » est convergente.
ch (nx)
+oo 1
2. On pose, pour x > 0, f (z) = nz::() oh ()’

(a) Montrer que la fonction f est continue.

(b) Montrer que la fonction 22 f (z) admet une limite en 0 et déterminer cette limite.

e 1 p . ,

Solution de l’exercice: 1: L’inégalité ch () < — entraine que 0 < ——— < — = 2(e™*)". La série

2 ch(nz) — e
1

— n — s

e *)" converge car e * < 1 donc la série converge.
3 (e)" convers % e comes

1
2a: Montrons que f est continue sur |0, +00|. Soit a > 0. Posons u, (z) = h ) Pour tout n, la fonction u,, est
ch (nx

continue sur [a, +-00[. Six > a, ch (nx) > ch(na) > 0 donc 0 < u, (z) < uy, (a). On adonc sup,s, |u, ()| = u, (@)
et la série ) u, (a) converge donc la série de fonctions ) _ u,, converge normalement donc uniformément sur [a, +00].

On en déduit que f est continue sur [a, +00[ avec a > 0 quelconque donc f est continue sur |0, +o0].
+o00 2 1.2

2b: Posons g (z) = 22f (z) = — -

9(@) /(@) n;) ch (nx) ch (nx)

uniformément sur [0, +o0o[. On a v, (z) < 222%™ = i (). On a w), (z) = 22 (2 —nx)e ™. Les variations

Posons vy, (x) (x > 0). Montrons que Y v, converge



Re2

5 On en
n

2 8
de w, sur |0,+oc[ donnent alors 0 < w, (z) < w, <—) = —e 2. On a donc sup,5q v, (z)] <
n n =

déduit que la série de fonctions ) | v, converge normalement donc uniformément sur [0, +oo[. On en déduit que

+o0
x+— > v, () est continue sur [0, 4+00| (v, est continue sur [0, +o0])
n=0

+oo
g est continue sur [0,+o0[ donc lirr(l)fo (x) = lin%g(m) =¢g(0) = > v,(0) = 0 (on en déduit que f(x) =

n=0
1
Oz—0 <ﬁ> )

1
Exercice 8 (Ccinp) Pour n > 2, on pose, pour x > 0, u, (x) = n(z)

z"In(n)’
1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Y u,. (On note D l’ensemble obtenu).

2. Montrer que ’la série de fonctions > u, ne converge pas normalement sur D.

+o0 1
3. On note R, (x) = > wu,(x). Montrer que Vx € D, |R, ()| < ————. Montrer que la somme S de
Wat In(n+1)

cette série de fonctions est continue.

4. La fonction S est-elle intégrable sur D?

Solution de ’exercice: 1:Soit z > 0. Si z € |0, 1] 1i131r1 z™In (n) = 0 donc lir+n up, (z) = +o0 donc la série

TL2

z™1n (n)

donc u, (z) = 04— t00 (=) donc la série > u, (z) converge. La série de fonctions converge simplement sur
1

_1-nl(z) x 1 61% +0o0

N ntl oy, 0 — 0
In(n)z Uy, () /! enln (1) N

1

enln (n)

—n—-+oo 0

>, (z) diverge. On a u, (1) = 0 donc la série > u, (1) converge. Si z > 1, nu, (z) = In ()

D =10, +o0[. Etudions les variations de w,, sur [1, +-o00[ u/, (x)

On en déduit que u,, est bornée sur [0, +oo[ et [Ju,||,, = . Etudions la nature de la série ) aIn(n) par
nln (n
1

comparaison série-intégrale. Posons g (z) = n (2)" La fonction ¢ est décroissante et positive et f;oo g (t)dt
xln(z

diverge car f2A gt)dt = [In(In (1)) — At +00. On en déduit que la série 3¢ (n) diverge donc que la
1

série de fonctions > u, ne converge pas normalement sur D. Si k > n + 1, (k1) < I (n 1) donc
T In(z) tx 1 In(z) 1 21 In(z) 1 1
R, = n < ——= — = — = donc R, <
@) = 2 ) S D) 2 T et D S T (et ety 1 00 e (0)
x
1 1 1 1
n(z) OrVe >0, In(z) <ax—1donc 0 < R, (z) < < On a donc

"In(n+1)z—1 ~— 2'In(n+1) ~ In(n+1)

R, < - < -

| (m)‘_ln(n—kl) * ~ In(n+1)

> u, converge uniformément sur D. Chaque u, est continue donc la somme est continue sur D. On a si z < 1,
—1 1 -1 1

o II;((?) < =S (z) et 3 = 0a0 <x2 11111((;;) Or z — = n’est pas intégrable sur ]0,1] donc S

n’est pas intégrable sur |0, 1] (on peut montrer a ’aide de majorations que S est intégrable sur [1, +o0].

d’ou ||R,|| donc ||R, ||, —n—t0c 0. On en déduit que la série de fonctions

0 < —uy(x) =

Exercice 9 (Mines ponts) On pose u, = fol x"sin (rx) dx. Etudier la convergence de la série Y u,,. Montrer

= ™ sin(z)
sim(x
que ) up, = [, = ~dw.
n=0



Solution de I’exercice: On ne peut pas montrer la convergence normale de la série 2" sin (7x) sur [0, 1]
donc on ne peut pas raisonner sur le segment [0, 1].
On applique le théoréme d’interversion Y — [ sur lintervalle [0, 1] avec v, (z) = 2" sin (7z).

+o00o
-0 < x < 1sonc ) z" converge donc la série de fonctions ) v, converge simplement sur [0,1] et > v, (z) =
n=1
slm( ?) = f(x) qui est bien continue par morceaux.
—x
anrl 1 1 J;nJrl 1 1 o
- Une IPP donne Uy ()| de = |} 2™ sin (mx) de = sin (7zx)| — cos (mx)dx = — " cos
fo‘ ?)l fo (mz) {n-l—l (m )]0 f0n+17r (mz) n—i—lfo m
1 1 xn+2 n+2
Une deuxiéme IPP donne [ |v, (z)|dz = o [n T eos (rx } + f U 2sin (nx) da
2
™ 7T 1 .
)| dx = — nt2g dr =0 | =
Jo lew (@)] der = (n+1)(n+2) (n—l—l)(n—i—Q}fOx in (mz) dz n?
car fo "2 sin (7o) da:‘ < fl |22 sin ()| do < [, 1dx = 1.
On en déduit que la série ) fo |v, ()| dz converge donc (th d’interversion):
sin (mx
f est intégrable sur [0, 1] et E fo v, (2) dz = fo = 01 11 (= )dzc.
—x
1— t
De plus I = 1 sin (7z) dor = 01 s1n(71r(—x))d$ = 01 sin iﬂ )dt par le changement de variable C! et strictement
—x —x
w S
monotone x — 1 —x et en posant u = wt, [ = |, n <u>du
u
Remarque: On peut aussi intervertir "a& la main"
On a essaye d’intervertir sans utiliser les théorémes. L’intégrale I = 01 sin (mz) dx est convergente car 511n(—7rx) =
—x —x
—sin (7x — —m(r—1 sin (7@
1<7T ™) ~rol % = 7 donc la fonction x +— w est prolongeable par continuité en z = 1.
—x —x —x
n n 3 1— n+1
Posons I,, = > uy = fol Z 2 sin (rx) dr = 01 o (Wﬁi( :1: )dx. Montrons que la suite (I,,) converge vers
k=0 -z
n+1
I.Onal—1I,= [ Sm(lL)xdx. Or sin (rz) = sin (7 — 7x) et Yu € R, [sin (u)| < |u| donc [sin (7 — 7z)| <
n+1 n+1 n+1
|l —x|e sin (mw) 2" < 7|2, On en déduit que | [ Sm(lL)xd <! sm(lL)x dr < fol " Hdr =
—x —x
1 5 oo 0. On en déduit que la suite (S,,) converge vers S donc que la série > u,, converge et est de somme
n
S
I= 1 i (Wx)dx.

1—2z

Exercice 10 (centrale) Soient (a,) et (b,) deux suiltes de réels strictement positifs telles que a, ~p—ioo bn.
+o00o

On suppose que la série entiére Y a,x"™ a un rayon de convergence infini. On pose, lorsque cela est possible,
n=0

+oo +o00o
f@)=2" ana™ et g(z) = 3 bya”
n=0 n=0

+o0o
1. Quel est le rayon de convergence de la série entiére > b,z"?
n=0

2. Montrer qu’il existe une suite (7,,) tendant vers 0 telle que a,, = by, (1 + ,,).pour tout n € N.

3. Soit p € N. Justifier l'evistence de v, = sup,,>,, |7,|.

(z) 1 ¢
-1 < b, " .
g9 () = bppaaP?t 6; Pl 0

4. Etablir Uinégalité : Yz > 0,




5. Montrer que f(x) ~yioo g(2).

6. Application. Trouver un équivalent au voisinage de +oo de Y |1+ —.
n=1 n —+ 1 n'

Solution de 1’exercice:
1: D’apres le cours si a, ~, 100 b, alors les séries entiéres > a,z" et Y b,x™ ont méme rayon de convergence
donc la série entiére > b,2" a un rayon de convergence infini.
2: Toujours d’apres le cours, a,, ~p,—, 1 b, donc il existe une suite (vy,,) tendant vers 0 telle que a,, = b,, (1 + 7,,).pour
tout n € N.
3: La suite (|v,]),, converge vers 0 donc est bornée donc admet une borne supérieure v, = sup,,>,, [7,|-

0 [ =g|_| et Z et (S| | 5 b
4:0”"9(%)_1‘:' g0 || @ 4@ = e [T e

p p p

On a < < car b; > 0 et x > 0 donc |g(x)] > b, 12PTt. De plus
g(z) g ()] bprartt r
+o0o +oo +oo
> . b Yn 2" > . bn |7, | 2" > , bya™
n=p+ n=p+ nep-
9@ |- g@ g S et x

+o00 “+o00
donc 0 < > bpa™ < ) bpa™ = g(x).
n=0

n=p+1

O en déduit (x) -1 < —1 Ep b | | "
n en ul ue n | Vnl L +v .
q (ZL’) = bp 11‘73 1 P Y p+1
5: S()it e > 0. lim Yn = 0 (1()IIC Elp € N tel que Vk’ > p, |’Vk| < = d()llC Up < — (illégahté stricte non conservée

par passage au sup).

L’entier p étant choisi, On a lim ———
z—-+oo by P Tl
p+1
£
5

p
> bn |7, 2™ = 0 donc il existe A > 0 tel que
n=0

1 P
n
> A= ‘—bp+1xp+1 nEZO: b [7n| @ ‘ <

p
On en déduit que siz > A, on a /(@) — 1' < o——= > by, 2" +op1 < e Comme € a été choisi quelconque,
g(.’ﬂ) p+1$p+ n=0
lim ‘f (z) _ 1‘ =0 donc lim /(@) =1 donc f(z) ~p—ioo g9().
a=too | g (2) a—+00 g (1)
1 n+1
14+ —— n
( T + 1> : . 1 ! e
6: Posons a, = . Un calcul classique donne lim {1+ = e donc a, ~p 10 —. Le

e . . 1 x"
rayon de convergence de » — 2" vaut +00 et sa somme est ee” donc la série entiére (1 + n 1) —'.donc a
n! n n

un rayon de convergence infini et sa somme vérifie f () ~p 400 €67 = €T

Exercice 11 (Mines ponts)

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f,) définie sur R par f,(z) = 0 si
2| > 1 et fo(x) =n—n?|z] si|z] <L

2. Etudier la limite de la suite de terme général I, :?[_Jr;o fu(z) g (x)dx ou g est une fonction continue sur R.



Solution de 1’exercice: 1: La fonction f,, est paire. Elle est affine sur [0, %] avec f, (0) =n et f, (%) = 0.

- La suite (f,, (0)) ne converge pas

- Six # 0, il existe ng tel que nio < |z| et pour n > ng, on a f, (z) = 0 donc lim,_, 1 f, () = 0. La suite de
fonctions (f,,) converge donc simplement sur R* vers la fonction nulle notée f..

Pour n fixé et © # 0, on a |f, (x) — f (2)| < supyep- | fn (t) — f(¢)| donc limy,—, oo | [0 () — f(2)] = [ (0) =n <
Supseg+ | fn (t) — f (t)| donc la suite (sup,cg- |fn (£) — f (t)]),,cn D€ converge pas vers 0 donc la suite de fonctions
(fn) ne converge pas uniformément sur R*

1
2: L’intégrale I, est définie et I,, = [ f, (z)g(x)dz. Montrons que la suite (I,) converge vers g (0). On

1
remarque que [ f, (z)dx = 1 (aire du triangle). Soit ¢ > 0. La continuité de g entraine qu’il existe o > 0

tel que si |x—0|,§ a, alors |g( ) g(0)] <e Sii<a (soit n > 1), on aura, pour tout z € [—l 11,

l9() = g(0)] < & done |1, — g )f fulw) g (@) de =g (O)] = |[7, fu (@) g (&) dw— g (0) [, fu(2) do| =
74 @) (9 (2) = 9 (0)) do]

done |, — g (0) < [, fu(2) (9(x) — g (0)|dx < & [* |fu(@)|dz = & [, fu(z)dz = e. Comme e est quel-
conque, on en déduit qﬁe lim, o0 (1) = ¢ (0). ' !

Remarque: Au lieu de considérer des valeurs absolues, il est peut-étre plus simple d’intégrer la double inégalité

fu () x (9(0) =€) < fo(z) X g () < fu(2) X (9(0) +¢)

Exercice 12 (Mines ponts): Soit f une application continue de R, dans R. On définit la suite de fonctions (f,)
de Ry dans R par fo = [ et, pour tout n € N, pour tout & € Ry, foi1 (x) = [ fu (t) dt

1. Etudier la convergence de la série de fonctions . f,.
2. Déterminer la somme de cette série de fonctions a l'aide d’une équation différentielle..
Solution de I’exercice: Amodifier

1. Soit a > 0.. Etudions la convergence normale sur [0, a
La fonction f est continue sur le segment [0, a] donc bornée. Posons M = supyg , | f]-
Soit x € [0,a]. On a f (z f f(t)dt donc |f (x)] < M |z — a|. Montrons par récurrence
M "
que Vz € [a,b], |fn (x)] < oy
C’est vrai pour n =0 et n = 1.

On s () = [ o ()] < J 1 (O]t < J7 =t = 2

Soit x € [0,a]. La série > n j_n;l j converge donc la série > f,, () converge (absolument). La série de
fonctions > f,, converge donc simplement.
On a donc || fn||£2)’a] = SUP,e(0,q) | fn ()] < Ma” et Z _n converge donc la série de fonctions Y f, converge
normalement sur [0, a]. =
+oo
2. Posons g = > f,. On veut utiliser le fait que f,,, = f, et le théoréme de dérivation terme & terme.
n=0

+o00o
On pose donc u =g — f = > f, (car fo = f n’est supposée que continue). Soit a > 0.
=1

- La série Y f, converge simplement vers u (d’apres Q1)
n>1

- chaque f,, (n > 1) est de classe C* et f/ = f,_1

-lasérie > f/ = > fu,_, converge normalement donc uniformément sur [0, a] vers g.
n>1

La fonction u est donc de classe C! sur [0, a] et v/ Fo=ut f



Les solutions de 3’ = y sont les fonctions x +— Ae®.

La méthode de variation de la constante appliquée a I’équation y' — y = f conduit a poser y, (z) = A (z) €”
et en reportant dans I’équation, on aboutit a A () = e~ f () donc y, (z) = €* fom f (t) e~tdt est solution
particuliére. On a donc u (z) = €” x (A + [} f(t)e~'dt). Or u(a) =0 car f, (a) =0 pour n > 1 donc A =0
et u(z) =e" x [ f(t)etdt donc g (x) = f(x) +e" x [ f(t)e"dt.



