
Analyse 5: lundi 10 juin
Intégrales à parmètre continu, équas di¤s EVN

Exercice 1 (Ccinp) Résoudre l�équation di¤érentielle xy0 + y =
1

1� xsur l�intervalle ]�1; 1[.

Exercice 2 (Ccinp): Soit f la fonction dé�nie par f (x) =
R 2x
x

et

t
dt.

1. Montrer que la fonction f est dé�nie et de classe C1 sur R�.

2. Etudier le sens de variation de f . Montrer que f admet un prolongement de classe C1 sur R.

3. Etudier les branches in�nies de la courbe Cf .

Exercice 3 (IMT): On cherche les applications f : R! R de classe C1 véri�ant

8x 2 R; f 0 (x) + f (�x) = ex : (E)

1. Justi�er que si f véri�e (E) alors f est de classe C1 et véri�e une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 2.

2. Déterminer les fonctions véri�ant (E).

Exercice 4 (ccinp) Soit (a; b) 2 R2 et l�équation di¤érentielle (E) : y00 � 9y = ajxj+ b.

1. Résoudre (E) sur ]0;+1[.

2. Résoudre (E) sur R.

3. Montrer que (E) possède une unique solution sur R admettant une asymptote en �1.

Exercice 5 (Navale 2017) Montrer que toute fonction de R dans R lipschitzienne de rapport k < 1 admet un
point �xe.

Exercice 6 (Ccinp) Pour x > 0, on pose f (x) =
Z +1

0

ln (t) e�xtdt.

1. Montrer que f est bien dé�nie et continue sur ]0;+1[.

2. Déterminer la limite de f en +1.

3. Montrer que f est de classe C1 sur ]0;+1[.

4. Montrer qu�il existe une constante c telle que f (x) =
c� ln (x)

x
.

Exercice 7 Soit les équations (E0) : x2y00 � 2y = 0 et (E) : x2y00 � 2y = x3.

1. Trouver une solution polynomiale u de (E0).

2. Trouver une fonction v solution de (E0), indépendante de u, écrite sous la forme v(x) = u(x)z(x) avec z de
classe C2 sur R�+ ou R��.

3. Déduire de la question précédente les solutions de (E) sur R�+ ou R��.

4. Trouver toutes les solutions de (E) sur R.
1



Exercice 8 (Mines ponts) On dé�nit, pour P 2 R [X], N1 (P ) =
+1P
k=0

��P (k) (0)�� et N2 (P ) = supt2[0;1] jP (t)j.
1. Montrer que N1 et N2 sont des norme de R [X].

2. On pose, 8n 2 N, Pn =
Xn

n
. Etudier la convergence de la suite (Pn) pour les normes N1 et N2.

Exercice 9 Soit � 2 R et f : x 7! cos (�� arcsin (x)).

1. Déterminer une équation di¤érentielle d�ordre 2 véri�ée par la fontion f sur un intervalle à préciser.

2. En déduire un développement en série entière de f .

Exercice 10 (Centrale) Pour n � 1, on pose En l�ensemble des polynômes unitaires de degré n à coe¢ cients

réels. Montrer que inf
P2En

�R 1
0
jP (t)j dt

�
> 0.

Exercice 11 ENS Saclay PSI 2022
Soit p et q deux fonctions continues de R dans R et l�équation (E) : y00 + py0 + qy = 0.

1. Soit a 2 R et f une solution de (E) non identiquement nulle véri�ant f(a) = 0. Montrer qu�il existe un réel
� > 0 tel que 8x 2 [a� �; a+ �]nfag; f(x) 6= 0.

2. Soit f et g deux solutions de (E) telles que (f; g) est libre.
On dé�nit W : R! R par W (t) = f(t)g0(t)� f 0(t)g(t).

(a) Donner une équation di¤érentielle véri�ée par W .

(b) En déduire une expression de W en fonction de t0 2 R.
(c) Montrer que pour tout réel t, on a W (t) 6= 0.
(d) On suppose qu�il existe (a; b) 2 R2 tels que a < b, f (a) = f (b) = 0 et 8x 2]a; b[; f (x) 6= 0. Montrer

que g s�annule une et une seule fois sur ]a; b[.
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