Analyse 6: mercredi 12 juin
Fonctions de plusieurs variables,
exercices de synthese

Exercice 1 (Ccinp) On s’intéresse auz fonctions f de R* dans R de classe C* vérifiant

(E):V(z,y) € R?, % (x,y) + 2:(:2—‘5 (x,y) = 0.

x(u,v) =u

Pour (u,v) € R?, on pose { Y () = 2 + v, et F (u,v) = f(x(u,v),y (u,v)).

or (u,v) = 0.

1. Montrer que f vérifie (E) si et seulement si ¥V (u,v) € R?, 5
u

2. Déterminer les solutions de (E).

1

Exercice 2 (Ccinp): Pour n € N, on pose f, (z) = T o
enx

“+o00o
1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Y f,. On définit S : x — > f,(x).

n=0

2. La fonction S est-elle de classe C' sur son ensemble de définition?

Exercice 3 (ccinp): Soit ¢ une fonction de R dans R de classe C*. Soit F la fonction définie sur R x R* par
x

0*F 0*F

Déterminer les fonctions ¢ pour lesquelles la fonction F vérifie ’équation e (x,y) + el (x,y) =0:(E).
Z Y

Exercice 4 (ccinp) Soit la suite réelle (a,) définie par ag =a; =1 etVn > 1, apy1 = a, + ?an_l.
n

1. Montrer que pour tout n € N, 1 < a,, < n?.
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) ap,x".

3. En déduire une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par la somme S.de cette série entiére et calculer

S (z).
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Exercice 5 (ccinp) Déterminer les fonctions f :]0,4+o00[ x R — R wvérifiant :Ua—f + ya—f =22+ y%: (E).(on
x Y

posera x (r,0) = rcos (0) et y(r,0) = rsin ().

Exercice 6 (Ccp 2017): Soit a > 0, I = [—a,a] et p € C(I,R). On suppose qu’il existe C' > 0 tel que Vx € I,
lo ()] < |Cx|. Le but de Uexercice est de déterminer les fonction f € C(I,R) vérifiant f(0) = 0 et Vo € I,
f2)=f(5) =¢(@)

+oo
1. Montrer que lapplication g : x +— > ¢ (2%) est définie et continue sur I. Montrer que g est solution du
n=0
probléme.

2. En déduire l’ensemble des fonctions solutions.



3. Montrer que si ¢ est de classe C* alors ¢ est dérivable.
Exercice 7 (Mines ponts): Déterminer les extrémums de (z,y) — y (z* + (In (y))z) sur R x RY.

Exercice 8 (CCINP) On cherche une fonction f de R dans R continue vérifiant la condition:

V) RS IG= [0 )

1. Résoudre, suivant la valeur du réel ¢ I’équation y" — cy = 0.
2. Soit f une fonction f de R dans R de classe C'. Soit F : (z,y) — fijyyf(t) dt. Montrer que F' est de
PF  O*F

classe C? et préciser —— — ——.
b ox?  0y?

3. Soit f une fonction f de R dans R continue vérifiant (E). Déterminer f (0). Justifier que f est de classe
C? sur R et calculer f" (x) f (y) — f(x) f" (y). En déduire les solutions de (E).

Exercice 9 (ccinp) Soit f la fonction définie sur R? par f (z,y) = 2* + 2%y + °
1. Montrer que f admet un point critique mais n’y atteint pas d’extremum local.
2. Soit D = {(z,y) € R?, 2% +y? < 1}. Justifier que D est une partie fermée de R?.

3. Montrer qu’il existe (xo,vo) et(z1,y1) appartenant a D tel que ¥ (x,y) € D, f(xo,v0) < f (z,y) < f(z1,y1)-
Donner la valeur de f (xo,y0) et f (z1,y1)-

Exercice 10 (Mines ponts) Soit a € 10;1[ et f : R — R dérivable telle que Yz € R, f'(x) = f(az).

1. Montrer que f est de classe C* sur R. Exprimer f(z) pourn € N et x € R & laide de f.
2. En déduire que f est développable en série entiére sur R.

3. Déterminer toutes les fonctions g : R — R dérivables telles que Vr € R, ¢'(x) = g(ax).

Exercice 11 (ENS) Soit I = [0,1] un segment de R et E = C'(I,R) l’ensemble des fonctions des fonctions de
classe C* de I dans R muni de la norme définie par

VIEE, |fle= Sup |f (z)]

1. Soit ¢ : { fE'_)_]Z,HfO) . Montrer que ¢ est une forme linéaire de E et qu’il existe une suite (f,) de E

vérifiant { 1falloo =1

la suite (@ (fn))neny @ pour limite + oo

2. On se donne une forme linéaire u : E — R. On suppose que u est positive c’est-a-dire que pour toute
fonction f € E positive on a u(f) > 0. On posee:x — 1€ E.

(a) Montrer que Vf € E,|u(f)| < u(|f]).

(b) Montrer qu’il existe une constante C € Ry telle que Vf € E,|u(f)| < C||f|loo- En déduire que u est
continue.

(¢) Calculer Sup ‘li(ff\\)‘
fEE,f#0




Exercice 12 (centrale) Soit la fonction f : R? — R définie par f(x,y) = %‘Z;m(w) st (z,y) # (0,0) et
£(0,0) = 0.

1. f est-elle continue sur R? ?
2. Calculer les dérivées partielles de f sur R*\{(0,0)}. La fonction f est-elle de classe C* sur R*\{(0,0)} ?

3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles en (0,0) ? Si oui, les calculer.

4. La fonction f est-elle de classe C' sur R? #

+oo ]
Exercice 13 (Ccinp) Soit & > 1. On pose R, = o A quelle condition la série de terme général R,
k=n+1

est-elle convergente?

Exercice 14 (ccinp) Déterminer les solutions développables en série entiere de l'équation dxy” — 2y + 9%y =
0: (E). Existe-t-il des solutions non développables en série entiére?

Exercice 15 (CCINP): Soit E I’ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C* vérifiant f (0) = 0. Pour

/€ E, on pose || f|| ., = sup,cpo [/ (z)]
Ni(f) = Iflloe + 1l et N2 (f) = 1 + Fll -

1. Montrer que Ny et Ny sont des normes de E.
2. Soit f € E. Montrer que pour tout x € [0,1] " f (x) = [ €' (f (t) + [’ (t)) dt.

3. En déduire que les normes Ny et Ny sont équivalentes.

. . +o0 oo 2
Exercice 16 (ccinp) On pose S = nZ::O CESNCIES) et f(x) = nzj:o (n+1)(2n+1)

1. Justifier Uexistence de S et déterminer 'ensemble de définition de f.
2. Ezprimer f (x), pour € |—1,1] au moyen des fonctions usuelles.

3. En déduire la valeur de S.



