Analyse 4: vendredi 7 juin
TH d’interversion

Exercice 1 (Ccinp) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére Y (3n + 1)2 x
n>0

Solution de ’exercice:

S anz" et Y na,z™ ont méme rayon de convergence donc Y n%z™ a méme rayon de convergence que y z".
n>0

Si ay ~p—too by alors > a,z™ et Y b,x™ ont méme rayon de convergence et (3n + 1)2 ~n—too IN? donc le rayon
de convergence est R = 1.
Ona (3n4+1)>=9n2+6n+1=9n(n—1)+ 152+ 1 donc

+00 9 +00 400 +o0 +o0 +00 +o0
f@)=>Bn+1)2"=9> n(n—1)2"+15>Y na"+ > 2" =9> n(n—1)z"+ 15> na" + ) a”

n=0 n=0 n=0 n=0 n=2 n=1 n=0
“+o0o +00 +o0o +oo
soit f(x) =922 Y n(n—1)a" 2415z ) na"+ Y a" = 922¢" () + 15z (z) +g () avec g (z) = Y 2" = 7=
n=2 n=1 n=0 n=0

Exercice 2 (ccinp)

1. Calculer tan (g)

2. Donner le développement en série entiére de la fonction arctangente.

1)" n
Montrer que ™ = 8 Z (1) (\/5— 1)2 )
—02n—+1

3. Sans faire appel a une valeur approchée de m, déterminer avec la calculatatrice une valeur de n a partir de

k
laquelle 8 Z (=1)

T (V2 - 1)2k+1 est une approzimation de m ¢ 10710 pres.

T T 2tan (8 2@
Solution de l’exercice: 1:Posons a = tan (—) On al = tan (—) = = donc
8 4 1 — tan2 (E) 1—a2
8

a?4+2a—1=0donca=—1++2. Ora>0cartan<g> >tan(0):0d0nctan<g):\/§—l

“+o0

2: Si |z] < 1, alors o L Z (—2?)" nz—:O (—1) z*" donc par intégration du dse,
) +00 N Z.Qn—s—l
si |z < 1, a:ctan (x) — arcta: (0) :#ZOW(— ) 1
in a tan <§) =2 - 1:)5> %_61)]71—5, 5 [ do:c
Z —arctan (V2—1) = 3 (V2—=1)"" car0<v2-1<2-1=1.
8 n=o2n+1
8 (~1)" 8(v2—1)™"

L, . 2n+1 , - , .
3: Lasérie ) u, avec u,, = (\/5 — 1) est spéciale alternée: sia,, = ,onau, = (—1)"a,

2n+1

et a, > 0 donc Y u, est alternée et

2n+1

n 2 1 n . .
Ontl _ 20 (V2 - 1)2 ™ < 1 donc la suite (|un|) est décroissante. De

2n+1
plus, lim wu, =0 et de limite nulle donc (majoration du reste dans CSSA)

n—-+00
oo (—1)" . _pyn . 2-1)""
m—8 ZO % (\/i — 1)2 1 < 8% (\/§ — 1)2 g - (\/_271——1-)3 = any1. La calculatrice montre

7r—8z (=" (\/5_1)2%1

< 10719,
n=0 27l + 1 -

1

que si n = 11 et donc




n o]
Exercice 3 Soit n € N*. On pose H, = ) —.
i=11?

1. Montrer que pour tout i € N, l'intégrale généralisée fol u'ln (u)2 du converge et vaut T 1)3.
1+

2. Montrer que In (n+1) < H, <In(n) + 1. En déduire que la série Y ., — est convergente.

> *712

3. Montrer que la série ), -, ’ et a pour somme —

(n+k) nn'

4. Montrer que ['intégrale généralisée fol 2" 'n (1 — z) dx converge.

H,
5. Montrer que fol " 'In(1 —z)de = ——
n
: > H, 1 In(1—x)? pac |
6. En déd — =), —————dx =2
n déduire que nz::l . 0 " x Pt

Solution de ’exercice:

1: Effectuons sous réserve de Convergence deux IPP
i+1 1 i
o ui In (u)? du = [z'u—l—lln } fo ,—121n( )du:—foll_j_lﬂn(u)du

witl .U 2
:_2([@“) 2o ] f°' )’ >:2f° RSy

(Les limites des crochets ex1stent et sont finies donc toutes les intégrales sont de méme nature et la derniére est
convergente).

i+1 1 1 1
2: Par croissance de l'intégrale, 1 < [; o dt < - donc In(i+1) —In(i) < - et doncIn(n+1) —In(1) =
i i
n 1
Y>In(i+1)—In(i) < H,etsii>2, - §ln(z)—1n(z—1) donc Z—_ <Iln(n)doncln(n+1) < H, <In(n+1)
i=1 ? =2 1
In (n)

H, In(n) 1 n2 In (n) In (n)
Donc 0 < — < 5 +ﬁ' Or = NG —nio0o 0 donc 3

n? n

1 .
= Op— oo (W donc par comparaison

n3/2
ln(n) Hn
avec une SATP convergente, » , —— converge absolument donc ) ; —- converge/
n n
3 ! ! donc la séri
: —————— ~k—10o 75 donc la série converge.
k(n+k) oFe g2 8
1 1 /1 1
De plus, ——=—| - — d
CPUS k) n(k (n+k:)) one
N 1 1 X /1 1 N ] 1 /1 ndvo1 H,
- == S = — - — — | 2Nt —
Lo nkorm) —n (B E8) —a (Br- 1) e S
o< S ” 0. On a donc S° —— H
car 0 < — < — 2 Notoo n a donc EaEm— —
_k:;+1k_N N Zk(n+k> n

4: x — 2" 'In(1 — z) est continue sur [0,1][. Le changement de variable u = 1 — x donne, sous réserve de
convergence, fol 2" 1In(l —2)dr = fol (1—u)" "In(u)du et et (1 —u)" "In(u) ~yo In(u) et u — In(u) est

intégrable sur |0, 1] donc fol (1 — )" "In (u) du converge donc fol 2" 11n (1 — z) dz converge.
400 ZL’k +00 xn-{—k—l
5: Pour z € [0,1[, z" ' In (1 —x) = — "12 _Z— ?
k=1

xn+k—1

k

Posons uy (x) = —



xn—l—k 1

1
k(n+k)h T k(n+k)
(les deux autres hypothéses du th d’interversion série intégrale sur I quelconque sont a vérifier), on a

1
Nhtoo 73 donc la série ) fol |ug (z)] dx est convergente donc

On a fo lug (z)] dx = [

400 400 +oo 1
Yo lln (1 — ) de = [ dr = — ! do=—Y ——— = —=" Papres | tion 3.
Jo " ' In(l —z)dr = | ’guk (x)dx Z Jo wk (z) dz 21 Fn T B —~ d’aprés la question
+o00 H +oo 1 ) -1 .
6: On a donc Z — = Z —fo "n(1—2)de = Z fo vy, (2) dx avec v, () = —2" tIn (1 — x).
n? n
In(1— —a" In(1- 1)
On a pour z € ]0,1] v, (x) = n(l-2) x —_ donc la série > vy, (z) converge et a pour somme In(1—2)”
x n x
Appliquons le théoréme d’interversion série intégrale sur |0, 1[.
- v, est intégrable sur [0, 1] et fol vy, ()] dw = fo vy (2) do =
n2
- : : In(l—x)* | :
- la série de fonctions > v, converge simplement sur |0, 1] et a pour somme x — ———— qui est continue par
x
morceaux car continue.
- La série > fo |v, ()| dz converge (d’aprés la deuxiéme question).
In(1— In(1- 1) o i,
On en déduit que z — ¥ est intégrable sur |0, 1] et f ! Mdm = —
T x n=1 N
In (1 |
Or 111(_ fln“ _fO(Zuln ))du.
et fol |u" In (u)? | du = Y (premiere question) donc la série ) fol |u" In (u)2‘ du converge
donc d’apres le theoreme d’interversion série intégrale,
oo H 1 ln too 1 n ) too 1
P =/, nz::()(fou In (u) du)—anzjlﬁ.
. . . . ) o sh(x) —x
Exercice 4 Ccinp: Montrer que la fonction de la variable réelle définie par f (x) = ——5—— admet un pro-
x
longement de classe C'™°.
oo p2n1 +oo 20l foo  p2n+3
) ) sh(z) —x ,;0 (2n+1)! — nzl (2n + 1)! ,LZO(Qn—I—?))!
Solution de 1’exercice: Pour x # 0, 3 = — 3 = — 3 = — 3
x x x x
Sh( ) 2n +00 x2n . N
donc ———— Z La fonction x — Y ———— est une somme de série entiére donc est de classe
o (2n +3)!" =0 (2n + 3)!
sh(x) —x

C> sur R et prolonge = — 3
x

+o0o
Exercice 5 (centrale) Soit a € R, avec |a| < 1. On pose, pour x € R, f(x) = ) sin(a"x).

1. Justifier que la fonction sinus est 1-lipschitzienne sur R. Montrer que la fonction f est définie et continue
sur R.

2. Montrer que f est de classe C™ sur R.

3. Déterminer les fonctions g : R — R continues vérifiant Vx € R, g (x) — g (ax) = sin ().

4. Montrer que pour tout k € N*, pour tout v € R, ‘f(k) (9:)| < En déduire que f est développable en

1—la|
série entiére sur R.

Solution de I’exercice:
1: La fonction u : x + sin (z) est dérivable sur R et |u’ (§)| = |cos (z)| < 1. D’apres I'inégalité des accroissements



finis, V (a,b) € R?, |sin (b) — sin (a)| < 1|xb — al.

On a donc , [sin (z) — sin (0)] < |z — 0| donc |sin (z)| < ||

Posons u,, (x) = sin (a™z). et prenons b > 0. Si x € [=b,b], |u, (z)| < a"|z| < a"b et D a" converge donc Y u,
converge normalement donc uniformément sur [—b, b] et les u,, sont continues donc f est définie et continue sur

[—b, b] donc sur R.

2:Appliquons le théoréme de dérivation terme a terme généralisé aux dérivées successives.

Les fonctions u,, sont de classe C°.

On a u, (T) ~pi00 a™x et Y |a™z| est convergente car |a| < 1 donc la série de fonctions | u,, converge simple-
ment sur R.

Soit @ > 0. Montrons que pour tout £ € N, la série de fonctions Zuw converge uniformément. On a

ulh) () = e x (™) x vy, (z) avec e, € {=1,1} et vy () = sin (z) ou v, () = cos (z) donc ‘ ud ’ < (am)F = (a¥)"
converge normalement donc uniformément sur R.

et |a*| < 1 donc la série de fonctions Y- uP

+o0
On en déduit que f est de classe C® et Vk € N, Vo € R, f®) (z) = 3 ulh) (x).
n=0

3: On a f(az) = Jrzojosin (a"z) :.Jio sin (a"x) = f (x) —sin (z) donc f (x) — f (ax) = sin(x) et f est continue

donc f est solution du probléme.
Analyse: Supposons g : R — R continue vérifiant Vo € R, g (z) — g (ax) = sin (z). Soit = € R fixé.

On a g (a"z) — g (a"™'z) = sin (a™z). La série Y sin (a"x) converge donc on peut sommer cette égalité:
+o0

S (g (") — g (") = z°° (a"2) = [ (2).

n=0
N

Or Y (g(a"z) — g (a"™z)) = g (x) — g (aV'2) —N_i g(2) — g(0) car g est continue en 0

n=0
donc g () — ¢ (0) = f (z). On en déduit qu'il existe A € R tel que Vo € R, g (x) = f (z) + .
Réciproquement (synthése a vérifier) les fonctions « +— f (x) + A sont bien solutions du probléme.

“+o00 +o0o n +oo " 1
4: D’aprés Q2, On adonc |f®) (z)| < 3 ud (:E)‘ < > [(a¥)]" < 3 |al" car |a*| < |a| donc | f®) (z)] < T Jal’
n=0 n=0 n=0 —|a
1
La fonction f est de classe C"! donc la formule de Taylor Lagrange, avec M, 1 = supg ‘ f (”“)‘ < = Tal
—la
f®(0) , [z — 0" 1 ()" & fP(0)
- M, dt < ntoo 0d 1 b= .0
J@) = 2 =) S Man =g dt < g e gy —eee Oddome lim 0, St = f (@), Oneen
@ 1% (0)
déduit que f (z) = > i z* et cette égalité étant vraie pour tout o donc f est développable en série entiére
k=0 '
sur R.
o tF
Exercice 6 (centrale): On pose, pour x réel, F (x) = f0+ Nz dt.

1. FEtudier I’ensemble de définition de F.

2. Etudier la continuité et la parité de F.

3. FEtudier la dérivabilité de F'.

4. Déterminer les limites au bornes de [’ensemble de définition de F.

R e . .
5. Montrer que F (z) = fo Wdt et donner un équivalent simple de F aux bornes de son ensemble de
définition.
X t.fE
Solution de I’exercice: 1: En 0: 5 ~t—0 " >0 donc fol —th converge si et seulement si z > —1.
N 1+ 1%1 1+t

En +oo: e ~—o t*72 > 0 donc fol mdt Conveige si et seulement si 2 — x > 1 c’est-a-dire x < 1. La



fonction F' est définie sur |—1,1[.
2: Continuité: Soit a € ]0,1[. Nous allons effectuer une domination pour x € |—a, al.

" t ¢
-Site]0,1] et x €]—a,a] t* = e*™® et In(t) < 0 donc +* < t~* donc e < e
€T tCL
-Site|l,+oo| et x € |—a,al t* < t* donc T < TR
5 sit€]0,1]

La fonction ¢ : t — L+£ est continue par morceaux et vérifie V¢ € |0, +oo[, Vo € |—a,a|

——ssit>1

1+t

T < @ (t). De plus elle est intégrable sur |0, +oo[ (étude analogue & Q1) donc la fonction F' est continue

sur [—a,a] et donc sur |—1, 1] car a est quelconque.

o 77 ~  (3) : .
Parité: On a F'(—z) = 0+ 1T dt = 0+ tz((lt—it%)dt = —ffoo 1j—u2 dt = F (x) (changement de variable
t+— 1 de classe C" strictement décroissant et bijection de |0, +oo[ sur ]0, +o0].

t* dg  In(t) xt* t*
3: Posons g (x,t) = e On a donc - 1iE Vt € ]0,+o0[, Vo € |—a,a| e < 9 (t) avec
In(t)t= In(t)t*

Y(t) = nl<—i——)t2 site€]0,1] et ¥(t) = % si t € ]1,400[. La fonction ¢ est continue par morceaux et

intégrable sur ]0, +-0of: En 0, ¢ (t) ~oIn(£)t7* > 0etsia <b<1,In(t)t* = 0,0 (t7°) et ¢ — ¢~° intégrable
sur 0,1]. En +oo, ¥ (t) ~o In(£)t* 2 > 0etsia—2<b< —1,In(t)t* = 0,0 (t*) et t — t’ intégrable sur

[1,+00[. On en déduit que F' est de classe C* sur |—a, a| et donc sur |—1,1[ et F’ (x) = 0+°° In (%) T dt.
40na F(x) > fl Ldt > fl ﬁclt -t (pour le calcul de cette intégrale, distinguer les cas © > 0 et
=Jo et =Joy 2z +1) P e, & =

x < 0 ou l'intégrale est généralisée). On en déduit que lim1 F (z) = +o00. Par parité, lirr% F (z) = +o0.

T A 1 t*

5: On montre F' (z) = | dt en posant u = n dans f1+°° dt. On va montrer que F (z) ~,__4

e 1 o4 e ﬁ_ o2 = 4 g2

Jy trdt = 1 maF(n) - = ;W — t*dt = ;Wdt et 0 < ———7— < 2 donc
0< F(x)— . j_ 1 < 2donc F'(x)— . _1|_ = Oe—mt (%—1—1) donc F' () ~p g " —1|— Jer un équivalent simple de F
aux bornes de son ensemble de définition. (—z+ 1) F () = (—z + 1) F (—x) —,—1 1 donc F (x) ~py —xl—i— T
Exercice 7 (Centrale 2) On considére l’équation (1 —x)y" =y sur|—oo, 1].

1. Justifier qu’il existe une et une seule solution f de cette équation vérifiant f(0) =0 et f'(0) = 1.

2. Avec python: Représenter la fonction f sur lintervalle [—2;0,95].

3. Avec python: Soit (a,) la suite définie par ag =0, a; = 1 et Vn € N\ {0,1}, a,, = n- 2an_1—i— - (nl_ 1)an_2.

Représenter graphiquement a,, pour n € [0, 100].

4. Montrer que le rayon de convergence de > a,z™ est supérieur ou égal a 1.

100

5. Représenter graphiquement la fonction x — > apz®.sur [—2;0,95]. Que constate-on? Démontrer le résultat.
n=0

Solution de ’exercice:

Ona (E)=(1—2)y"=ysur]l,+oo[ = y" — ﬁy = 0. D’apres le théoréme de Cauchy, ’il existe une et
-z

une seule solution f de cette équation vérifiant f (0) = %et f(0)=1.



"""representation de la solution f"""
def f(X,t): # fonction de 1l’equa diff X’=f(X,t)
return [X[1],1/(1-t)=*X[0]]
from scipy.integrate import odeint
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
liste_t=np.linspace(0,0.95,100)
sol=odeint (f, [0,1],liste_t) # X[0]=[0,1]
plt.plot(liste_t,sol[:,0]) # sol array 100,2: premiere col: valeurs de y, deuxieme: valeurs de y
liste_t=np.linspace(0,-2,100) # liste des temps de 0 \U{eO} -2 (temps parcouru en sens inverse
sol=odeint (f,[0,1],liste_t) # X[0]=[0,1]
plt.plot(liste_t,sol[:,0])
"""representation des an"""
liste_n=[n for n in range(101)]
liste_a=[0,1]
a,b=0,1
for n in range(2,101):
c=(n-2) /n*b+a/(n*(n-1))
liste_a.append(c)
a,b=b,c
plt.plot(liste_n,liste_a) # on constate O<=an<=1

Montrons par récurrence sur n que 0 < a,, < 1. C’est vrai pour n = 0, 1.

Soit n > 2. Supposons 0 < a,_» <let0<a,_; <1.

n—2 1 n—2 1 n—2 1
Onaa, = —a, 1+ ———a,_2 < + < +—<lcarn—12>1ceta, >0 donc
n n(n—1) n n(n—1) n n
0 < a, < 1. Posons b, = 1. La série entiére > b,z" est de rayon 1 et 0 < a,, < b,, donc le le rayon de convergence
de Y a,x™ est supérieur ou égal a 1.

representation de S100(x)
def S100(x):
S,p=0,1
for i in range(101):
S=S+liste_al[il*p
p=p*x
return S
liste_S=[S100(t) for t in liste_t]
plt.plot(liste_t,liste_S)
plt.plot(liste_t,sol[:,0])

Pour tout n > 0,n(n—1)a, — (n—2)(n—1)a,—1 + a,—o = 0 donc si |z| < 1,

+o00 +o0o +o00
Snn—1)az"? = > (n—2)(n—1)a,_12"2 + > ap_22"? = 0 (toutes les séries ont méme rayon que
n=2 n=2 n=2
> apx™).

+00 oo
Or nn—1)az" =2 n(n—1)a,z"?=xf"(x) et

n=2 n=2
Sn=2)(n—1Da, 12" ?=2> n—-2)(n—1a, 12" 3=2> nn—1)a,2"?=zf (z) —as = zf' (x) car
n=2 n=2 n=3

+00

as = 0.et > a, 02" % = f(x) donc S (x) vérifie 'équation (E) et comme S (0) = ag = 0 et S'(0) =a; = 1, on

n=2
en déduit avec le théoréme de Cauchy que S = f.



+oo in2 0
Exercice 8 (IMT) Existence et calcul de ) %n(n)
n=1

3

.2
0
pnsin” (nf) Inu,| < ;L—n —n—+oo 0 donc

Solution de I’exercice: Posons u,, =n
2n

Up = Op—too (ﬁ) donc la série converge absolument.

1—cos(2n0)

1 nsin? (nd) _n— — _1(n ncos (2n0) Ly, + w,)avee v, = no w, = N COS (2n9).
2n 2n 2 \2n 2n 2 2n 2n
20 20 +o0 +o0 +o0 +00 n
On pose zy = 62 ,ona% = Re(z§) donc > w, = >  nRe(z) =Re <Z (20) ) et Zvn— >on(3)"
n=1 n=1 n=1 n=1
+o0 +o0 +o0o T
Posons, pour |z| <1, g(x) = > 2" = T Onag (x)= > nz" !donc > na" = W Ce calcul ne vaut
n=0 - n=0 n=1 — X
que pour x réel.
+o00 +o00
Pour calculer > w, il faut étendre cette relation a z € C. En utilisant le produit de Cauchy de » 2™ par elle méme
n= n=0
' 1 +o0 n 1 +o0
pour |z| < 1, on obtient de méme, ——— = > ayz" aveca, = ) 1 x1=n+1,donc ——= = > (n+1)2"
(1 —2)" =0 k=0 (1-2)7 =0
+oo
donc%: S (n+1)2"tt = an
(1—-2)" 20
+oo 1 too [ i20\™ i20
On pose f(z) = > nz". OlqadoncX:2 §)et2n( :f(2 donc
n=1 n=1 =1
0 cos (2n6) e’ oo n sin? (nb) 1 1 e'20 1
) R d’ov — = = -] —-R . 0O =) = 2et
o e<f(2 D 2\ 3 e\ AV ¢
0i20
i20 9120 26120 (4 — 4e—i20 1 —i0
f ¢ = 2 —— = .e — = . ( . . ) —— donc
2 6129 4 — 46129 + 6@46’ (4 _ 46126‘ + 6249) (4 _ 46—126‘ + 6—140)
1 —
2
f ei26 8€i29 —_8— 2e—i26 8€i29 —_8— 2€—i26 .
2 33 —20 (€20 4 e7720) 4 4 (€0 + ¢=10) 33 — 40 cos (26) + 8 cos (40)
e'2 —8 + 6 cos (20) too 4 — 3 cos (20)
R = d’ov n=1 .
¢ (f ( 2 )) 33 — 40 cos (26) + 8 cos (40) ot nz::l " * 33 — 40 cos (260) + 8 cos (46)

Exercice 9 (X PSI 2022)
+oo € f (D)

dt.
¢t

Soit f: Ry — R continue et bornée. Pour tout n € N*, on pose a,, =

1. On suppose que f(0) # 0. Trouwver un équivalent de a,,.

2. Méme question si f est la fonction sinus?
Solution de l’exercice:

Existence de a,: Comme f est continue sur Ry h, : t— 677:;{“) est continue sur RY sin € N*. Comme f

est bornée sur R, h,(t) = it/f(t O:—0 (\[) donc h,, est intégrable en 0 . Comme f est bornée sur R,
t

on a aussi lim /) =0 hy(t) = o(e™™) = o(e ), par comparaison, h, est aussi intégrable en +oc.

t—+4o0 \/]_f

Ainsi, a, est bien défini pour tout entier n € N* quelle que soit la fonction f: R, — R continue et bornée.
1: Pour n € N*, h, est continue sur R et ¢, : t — nt est une bijection strictement cmz’ssante de classe C*

de R dans R, par changement de variable, en posant u = nt = ¢, (t ), on a a, = f%o £ uf(“/") du par
Ty s . e " f(u/n) _
linéarité de lintégrale. On pose g, : u +— — de sorte que a, = f fo )du

7



e “f(0)

(Hy) Comme f est continue en 0, (gn)n;1 converge simplement sur R vers g : u +—

Ju

(Hs) Les fonctions g, et la fonction g sont continues sur RY.

(H3) Pour n € N* et u > 0,|g,(u)| = ‘f “/”)| < e_u“{/'%"”R+ = p(u) et ¢ est continue et intégrable sur
R +* car ¢(u) = 0] (\/La) et ¢(u) =0 (e7") comme avant.

Par théoréme de convergence dominée, on peut conclure que lim, . f0+oo gn( fo u)du donc
que lim, o0 [i" gu(w)du = f(0) [ %du = 2f(0) [, e *dv en posant u = ¢(v) = v? avec 1 bijec-

tion strictement croissante de classe C' de R* dans R*. On reconnait l'intégrale de Gauss et on a donc
im0 [y gu(u)du = f(0)/7 # 0 par hypothése d’otl, avec le calcul précédent, que an ~ > f (0)/Z.

b. Pour n € N*, comme en a., on a a, = f oo e Sm(“/ e sinw/n) 1y Pour pouvoir utlhser sin(t) ~y_o t, on
écrit plutét an = —= f oo Vu %i)(“/n)du On pose k,, : u — W de sorte que, dorénavant, on aura

- i

(H 1 Comme sm(t) ~t, (Kn),, converge simplement sur RY. vers k : u +— \/ue™™.
(

)
H,) Les fonctions k, et la fonction &k sont continues sur Rz
)

(H3) Pour n € N* et u > 0, |k, (u)| = % Vue ™™ = 1p(u) car il est classique que Vt > 0, | sin(t) [< ¢
et 1 est continue et intégrable sur R+* car i) se prolonge par continuité en 0 en posant ¥(0) = 0 et que

¥ (u) =0 (e’(“/ 2)) par croissances compareées.

Par théoréme de convergence dominée, on peut conclure que lim,, ., f0+ 2(W)du = [ k(u)du donc que

u

lim,, 1o f0+°° kn(u)du = 0+°° Vue "du = I. Par intégration par parties, en posant a(u) = \/ﬂ et b(u) = —e™,
comme a et b sont de classe C! sur R* et que lim, o+ a(u)b(u) = lim,_ ;o a(u)b(u) =0, on a

. +OO e Y o ﬁ ) N . . . s \/E
I = 2\/adu = %~ d’apres a.. Ainsi, si f = sin, a, fodrvi




