
Analyse 6: mercredi 12 juin
Fonctions de plusieurs variables,

exercices de synthèse

Exercice 1 (Ccinp) On s�intéresse aux fonctions f de R2 dans R de classe C1 véri�ant

(E) : 8 (x; y) 2 R2; @f
@x
(x; y) + 2x

@f

@y
(x; y) = 0:

Pour (u; v) 2 R2, on pose
�

x (u; v) = u
y (u; v) = u2 + v

et F (u; v) = f (x (u; v) ; y (u; v)) :

1. Montrer que f véri�e (E) si et seulement si 8 (u; v) 2 R2, @F
@u

(u; v) = 0.

2. Déterminer les solutions de (E).

Solution de l�exercice: 1: Les fonctions (u; v) 7! x (u; v) et (u; v) 7! y (u; v) sont de classe C1 donc si f est
de classe C1 alors F est de classe C1 et (règle de la chaîne)

on a
@F

@u
=
@f

@x

@x

@u
+
@f

@y

@y

@u
=
@f

@x
+ 2u

@f

@y
=
@f

@x
+ 2x

@f

@y
donc

@f

@x
(x; y) + 2x

@f

@y
(x; y) = 0, @F

@u
= 0.

2: donc f veri�e (E) si et seulement si il existe une fonction C de classe C1 telle que F (u; v) = C (v) soit
f (x; y) = C (y � x2) :

Exercice 2 (Ccinp): Pour n 2 N, on pose, pour x réel, fn (x) =
1

1 + enx
.

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions
P
fn. On dé�nit S : x 7!

+1P
n=0

fn (x).

2. La fonction S est-elle de classe continue sur son ensemble de dé�nition?

3. La fonction S est-elle de classe C1 sur son ensemble de dé�nition?

Solution de l�exercice: 1: Si x < 0 alors lim
n!+1

1

1 + enx
= 1 et si x = 0 alors lim

n!+1

1

1 + enx
= 1

2
donc la

série
P
fn (x) diverge grossièrement.

Si x > 0, alors
1

1 + enx
�n!+1 e�nx = (e�x)

n et 0 < e�x < 1 donc par comparaison avec une série géométrique

convergente, la série
P
fn (x) converge. La série de fonctions

P
fn converge donc simplement sur ]0;+1[.

2: Posons S (x) =
+1P
n=0

fn (x) sur R�+ et prenons a > 0. Si x 2 [a;+1[, alors jfn (x)j �
1

enx
= e�nx � e�na =

(e�a)
n. On en déduit supx2[a;+1[ jfn (x)j � (e�a)

n donc la série de fonctions
P
fn converge normalement donc

uniformément sur [a;+1[. Les fonctions fn étant continues, S est continue sur [a;+1[. Or a est quelconque
donc S est continue sur ]0;+1[.
3: Th de dérivabilité de la somme d�une série de fonctions:
- Les fonctions fn sont de classe C1 sur ]0;+1[ et f 0n (x) =

�nenx

(1 + enx)2
.

- La série de fonctions
P
fn converge simplement sur ]0;+1[ �déjà vu.

- Soit a > 0 et x 2 [a;+1[. On commence par se "débarasser" du terme enx du dénominateur.
On a jf 0n (x)j =

nenx

(1 + enx)2
� nenx + n

(1 + enx)2
� n

1 + enx
� n

enx
.
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(ou jf 0n (x)j =
nenx

(1 + enx)2
= jf 0n (x)j =

nenx

(enx)2 (1 + e�nx)2
=

n

enx (1 + e�nx)2
� n

enx
).

Si x � a, alors jf 0n (x)j �
n

ena
. On a donc kf 0nk1 � n

ena
et

n

ena
1

n2

=
n3

ena
!n!+1 0 donc

n

ena
= on!+1

�
1

n2

�
donc

P n

ena
converge donc

P
f 0n converge normalement donc uniformément sur [a;+1[. Comme

P
fn converge

normalement donc simplement sur [a;+1[, on déduit que S est de classe C1 sur ]0;+1[ et S 0 (x) =
+1P
n=0

fn (x) =

�
+1P
n=0

nenx

(1 + enx)2
.

Exercice 3 (ccinp): Soit ' une fonction de R dans R de classe C2. Soit F la fonction dé�nie sur R� R� par

F (x; y) = '

�
x

y

�
.

Déterminer les fonctions ' pour lesquelles la fonction F véri�e l�équation
@2F

@x2
(x; y) +

@2F

@y2
(x; y) = 0 : (E).

Solution de l�exercice: La fonction ' étant de classe C2, x 7! '

�
x

y

�
est dérivable de dérivée

@F

@x
(x; y) =

1
y
'0
�
x

y

�
.

De même,
@2F

@x2
(x; y) = 1

y2
'00
�
x

y

�
,
@F

@y
(x; y) = � x

y2
'0
�
x

y

�
et
@2F

@y2
(x; y) =

2x

y3
'0
�
x

y

�
+

�
x

y2

�2
'00
�
x

y

�
.

On en déduit que y2
�
@2F

@x2
(x; y) +

@2F

@y2
(x; y)

�
= '00

�
x

y

�
+ 2

x

y
'0
�
x

y

�
+

�
x

y

�2
'00
�
x

y

�
et que F véri�e (E) si

et seulement si 8t 2 R, (1 + t2)'00 (t) + 2t'0 (t) = 0 soit 9� 2 R, 8t 2 R, '0 (t) = �e� ln(1+t2) = �

1 + t2
et donc si

et seulement si 9 (�; �) 2 R2, 8t 2 R, ' (t) = � arctan (t) + �.

Exercice 4 (ccinp) Soit la suite réelle (an) dé�nie par a0 = a1 = 1 et 8n � 1; an+1 = an +
2

n+ 1
an�1.

1. Montrer que pour tout n 2 N�, 1 � an � n2.

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
P
anx

n.

3. En déduire une équation di¤érentielle d�ordre 1 véri�ée par la somme S.de cette série entière et calculer
S (x).

Solution de l�exercice:
1: On a 1 � an � n2 pour n = 1 et n = 2. Soit n � 1 véri�ant 1 � an�1 � (n� 1)2 et 1 � an � n2. On a alors

1 � an � an +
2

n+ 1
an�1 � n2 +

2 (n� 1)2

n+ 1
� n2 + 2 (n� 1) � n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2 donc 8n, 1 � an � n2.

2: On sait que si 0 � bn � cn, le rayon de convergence de
P
bnx

n est supérieur ou égal à celui de
P
cnx

n De
plus

P
xn et

P
n2xn ont même rayon de convergence égal à 1 (la multiplication par n ne change pas le rayon de

convergence) donc le rayon de convergence de
P
anx

n est 1.
3: Pour n � 0, (n+ 2) an+2 = (n+ 2) an+1 + 2an. Si jxj < 1, les séries

P
anx

n et
P
nanx

n convergent et
(n+ 2) an+2x

n+1 = (n+ 2) an+1x
n+1 + 2anx

n+1

On en déduit que
+1P
n=0

(n+ 2) an+2x
n+1 �

+1P
n=0

(n+ 2) an+1x
n+1 � 2

+1P
n=0

anx
n+1 = 0.

On peut dériver terme à terme sur ]�1; 1[ et S 0 (x) =
+1P
n=1

nanx
n�1 =

+1P
n=0

(n+ 1) an+1x
n donc

+1P
n=0

(n+ 2) an+2x
n+1 =

2



S 0 (x)� a1 et
+1P
n=0

(n+ 1) an+1x
n+1 = xS 0 (x) et

+1P
n=0

an+1x
n+1 = S (x)� a0 donc les séries entières convergent pour

x 2 ]�1; 1[ et S 0 (x) � a1 � (xS 0 (x) + (S (x)� a0)) � 2xS (x) = 0 soit (1� x)S 0 (x) � (2x+ 1)S (x) = 0. Une

primitive de a (x) =
�2x� 1
1� x =

�2x+ 2
1� x � 3

1� x = �2 � 3

1� x est �2x � 3 ln (1� x). On en déduit que

S (x) = �e�2xe�3 ln(1�x) = �
e�2x

(1� x)3
. Comme S (0) = a0 = 1, S (x) =

e�2x

(1� x)3
.

Commentaire: On pourrait tirer une expression de an en développant l�expression obtenue (avec un produit de
Cauchy).

Exercice 5 (ccinp) Déterminer les fonctions f : ]0;+1[�R! R de classe C1 véri�ant x
@f

@x
+y
@f

@y
=
p
x2 + y2 :

(E).(on posera x (r; �) = r cos (�) et y (r; �) = r sin (�).

Solution de l�exercice: On pose F (r; �) = f (r cos (�) ; r sin (�)) = f (x (r; �) ; y (r; �)). En appliquant la
règle de la chaîne,
@F

@r
=
@f

@x

@x

@r
+
@f

@y

@y

@r
= cos (�)

@f

@x
+ sin (�)

@f

@y
donc r

@F

@r
= r cos (�)

@f

@x
+ r sin (�)

@f

@y
= x

@f

@x
+ y

@f

@y
donc

(E), r
@F

@r
, @F

@r
= 1.

Posons G (r; �) = F (r; �)� r. On a @G
@r

=
@F

@r
� 1 donc @F

@r
= 1, @G

@r
= 0, il existe h de classe C1.telle que

n en déduit que F (r; �) = r + h (�) avec h de classe C1.

Comme (x; y) 2 ]0;+1[ � R, on peut prendre (r; �) 2 ]0;+1[ �
i
��
2
;
�

2

h
et
y

x
= tan (�) donc � = arctan

�y
x

�
donc f (x; y) =

p
x2 + y2 + h

�
arctan

�y
x

��
.

Exercice 6 (Ccinp): Soit a > 0, I = [�a; a] et ' 2 C (I;R). On suppose qu�il existe C > 0 tel que 8x 2 I,
j' (x)j � jCxj. Le but de l�exercice est de déterminer les fonction f 2 C (I;R) véri�ant f (0) = 0 et 8x 2 I,
f (x)� f

�
x
2

�
= ' (x).

1. Montrer que l�application g : x 7!
+1P
n=0

'
�
x
2n

�
est dé�nie et continue sur I. Montrer que g est solution du

problème.

2. En déduire l�ensemble des fonctions solutions.

3. Montrer que si ' est de classe C1 alors f est dérivable.

Exercice 7 (Mines ponts PSI 21): Déterminer les extrémums de (x; y)! y
�
x2 + (ln (y))2

�
sur R� R�+.

Solution de l�exercice: Posons f (x; y) = y
�
x2 + (ln (y))2

�
.

La fonction f est de classe C1 sur R� R�+ et, si on pose g (x; y) = y alors R� R�+ = f(x; y) 2 R2; g (x; y) > 0g avec
g fonction continue donc R� R�+ est une partie ouverte de R2. Un extrémum local de f est donc nécessairement
atteint en un point critique de f .8><>:

@f

@x
(x; y) = 2xy

@f

@y
(x; y) = x2 + (ln (y))2 + 2 ln (y)

donc

@f

@x
(x; y) = 0

@f

@y
(x; y) = 0

,
�

x = 0
(ln (y) + 2) ln (y) = 0

, (x; y) = (0; 1) ou

(x; y) = (0; e�2).
Etude du point (0; 1): On a f (0; 1) = 0 et f (x; y) � 0 donc f admet un minimum global en (0; 1).
Etude du point (0; e�2): Utilisation de la Hessienne
@2f

@x2
(x; y) = 2y,

@2f

@y@x
(x; y) = 2x et

@2f

@y2
(x; y) =

2

y
(ln (y) + 1) donc Hf (0; e�2)) =

�
2e�2 0
0 �e2

�
.
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9� 2 spHf (0; e�2) \ ]0;+1[ donc f (0; e�2) n�est pas un maximum
et 9� 2 spHf (0; e�2) \ ]�1; 0[ donc f (0; e�2) n�est pas un minimum
f n�admet ni maximum ni minimum en (0; e�2).
Deuxième méthode:
Posons �(h; k) = f (h; e�2 + k)� f (0; e�2) = (e�2 + k)

�
h2 + (ln (e�2 + k))

2
�
� e�2 (ln (e�2))2.

On a �(h; 0) = e�2
�
h2 + (ln (e�2))

2
�
� e�2 (ln (e�2))2 = e�2h2 > 0 si h 6= 0.

et�(0; k) = (e�2 + k) (ln (e�2 + k))2�4e�2. Or ln (e�2 + k) = ln (e�2)+ln (1 + ke2) = �2+ke2� k
2e4

2
+ok!0 (k

2)

donc �(0; k) = (e�2 + k) (4� 4ke2 + 2k2e4 + ok!0 (k2))� 4e�2
soit �(0; k) = �2k2e2 + ok!0 (k2) < 0 pour h 6= 0 su¤�samment petit.
On en déduit que f n�admet pas d�extrémum local en (0; e�2) (point selle).

Exercice 8 (CCINP PSI 21) On cherche une fonction f de R dans R continue véri�ant la condition:

8 (x; y) 2 R2; f (x) f (y) =
Z x+y

x�y
f (t) dt : (E)

1. Résoudre, suivant la valeur du réel c l�équation y00 � cy = 0.

2. Soit f une fonction de R dans R de classe C1. Soit F : (x; y) 7!
R x+y
x�y f (t) dt. Montrer que F est de classe

C2 et préciser
@2F

@x2
� @

2F

@y2
.

3. Soit f une fonction f de R dans R continue véri�ant (E). Déterminer f (0). Justi�er que f est de classe
C2 sur R et calculer f 00 (x) f (y)� f (x) f 00 (y). En déduire les solutions de (E).

Solution de l�exercice:
1: Les solutions sont les fonctions

x 7!

8<:
�+ �x si c = 0

� cosh (
p
cx) + � sinh (

p
cx) si c > 0

� cos
�p
�cx

�
+ � sin

�p
�cx

�
si c > 0

où � et � sont des réels quelconques.
2: Soit g une primitive de f . On a F (x; y) = g (x+ y) � g (x� y). La fonction f est C1 donc g est C2 donc F
est C2 et

Le réel y étant �xé, la fonction x 7! F (x; y) est dérivable de dérivée
@F

@x
(x; y) = g0 (x+ y) � g0 (x� y) =

f (x+ y)� f (x� y). On obtient de même que
@2F

@x2
= f 0 (x+ y)� f 0 (x� y).

De même
@F

@y
= f (x+ y) + f (x� y) et @

2F

@y2
=0 (x+ y)� f 0 (x� y) donc @

2F

@x2
� @

2F

@y2
= 0.

3: En prenant x = y = 0 dans (E), on obtient f (0) = 0.
Si f est la fonction nulle, alors f est de classe C2.

Sinon, il existe a 2 R, f (a) 6= 0 et 8x 2 R, f (x) = 1

f (a)

R x+a
x�a f (t) dt.

x 7!
R x+a
x�a f (t) dt est dérivable de dérivée x 7! f (x+ a) � f (x� a) qui est continue donc f est de classe C1 et

f 0 (x) =
1

f (a)
(f (x+ a)� f (x� a)) donc f 0 est de classe C1 donc f est de classe C2.

L�égalité F (x; y) = f (x) f (y) permet un deuxième calcul de
@2F

@x2
� @

2F

@y2
qui donne f 00 (x) f (y)� f (x) f 00 (y). On

en déduit que
8 (x; y) 2 R2; f 00 (x) f (y)� f (x) f 00 (y) = 0:
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La fonction nulle est solution de (E). Supposons f 6= 0. Soit a 2 R tel que f (a) 6= 0. Posons c = f 00 (a)

f (a)
. On a

8x 2 R; f 00 (x)� cf (x) = 0

En utilisant Q1 et le fait que f (0) = 0, on obtient les fonctions de la forme f = x 7! �x ou f : x 7! � sin (�x) ou
f : x 7! � sinh (�x) avec � et � réels quelconques.
Synthèse:
f = 0 est solution. Dans la suite, on suppose f 6= 0 donc � 6= 0 et � 6= 0.

Pour f : x 7! �x, on a f (x) f (y) = �2xy et
R x+y
x�y f (t) dt = �

 
(x+ y)2

2
� (x� y)

2

2

!
= 2�xy donc f est solution

si et seulement si �2 = 2� soit � = 2.

Pour f : x 7! � sin (�x) on a f (x) f (y) = �2 sin (�x) sin (�y) =
�2

2
(cos (� (x� y))� cos (� (x+ y))) et

R x+y
x�y � sin (�x) dt =

�

�
(� cos (� (x+ y)) + cos (� (x� y))).

donc f est solution si et seulement si
�2

2
=
�

�
soit � =

2

�
.

Pour f : x 7! � sinh (�x) on a f (x) f (y) = �2 sinh (�x) sinh (�y) =
�2

2
(cosh (� (x+ y))� cos (� (x� y))) car

sinh (a) sinh (b) =
ea � e�a

2

eb � e�b
2

=
ea+b + e�a�b

4
� e

a�b + e�a+b

4
=
1

2
(cosh (a+ b)� cosh (a� b))

et
R x+y
x�y � sinh (�x) dt =

�

�
(cosh (� (x+ y))� cosh (� (x� y))).donc f est solution si et seulement si �

2

2
=
�

�
soit

� =
2

�
.

Exercice 9 (ccinp) Soit f la fonction dé�nie sur R2 par f (x; y) = x2 + x2y + y3

1. Montrer que f admet un point critique mais n�y atteint pas d�extremum local.

2. Soit D = f(x; y) 2 R2, x2 + y2 � 1g. Justi�er que D est une partie fermée de R2.

3. Montrer qu�il existe (x0; y0) et(x1; y1) appartenant à D tel que 8 (x; y) 2 D, f (x0; y0) � f (x; y) � f (x1; y1).
Donner la valeur de f (x0; y0) et f (x1; y1).

Solution de l�exercice: 1: La fonction f est dé�nie et de classe C1 sur l�ouvert R2 donc si f admet un
extremum en (x; y) alors (x; y) est un point critique de f . On a

@f

@x
= 2x + 2xy et

@f

@y
= x2 + 3y2. On a donc�

@f

@x
;
@f

@y

�
= (0; 0), (x; y) = (0; 0). Or f (x; y) = x2 (y + 1)+y3 donc f (0; y)�f (0; 0) = y3 qui change de signe

en y = 0 donc f n�admet pas d�extrémum local en (0; 0).
2: Soit g la restriction de f à D. L�ensemble D est fermé car D = f(x; y) 2 R2, h (x; y) � 0g avec h (x; y) =
x2 + y2 � 1 qui est continue.
3: De plusD est borné.et g est continue donc g admet un maximum et un minimum. PosonsO = f(x; y) 2 R2, x2 + y2 < 1g =
f(x; y) 2 R2, h (x; y) < 0g.L�ensemble O est ouvert car h est continue donc, g admet un extremum en (x; y) 2 O
alors (x; y) est un point critique. La première question entraîne que f n�admet pas d�extremum local dans O. On
en déduit que le maximum et le minimum de g sont atteint sur C = f(x; y) 2 R2, x2 + y2 = 1g. Soit (x; y) 2 C. Il
existe t 2 R tel que (x; y) = (cos (t) ; sin (t)). On a g (x; y) = x2 + y (x2 + y2) = x2 + y = cos2 (t) + sin (t) = ' (t).
On a '0 (t) = �2 sin (t) cos (t)+cos (t) = cos (t) (1� 2 sin (t)). La fonction ' est croissante sur

h
0;
�

6

i
, décroissante

sur
h�
6
;
�

2

i
, croissante sur

�
�

2
;
5�

6

�
, décroissante sur

�
5�

6
;
3�

2

�
et croissante sur

�
3�

2
; 2�

�
. Son maximum est dans
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�
'
��
6

�
; '

�
5�

6

��
. Or

�
'
��
6

�
; '

�
5�

6

��
=

�
5

4
;
5

4

�
donc M =

5

4
et il est atteint aux points

 p
3

2
;
1

2

!
et p

3

2
;�1
2

!
. Son minimum est dans

�
'
��
2

�
; '

�
3�

2

��
. Or

�
'
��
2

�
; '

�
3�

2

��
= (1;�1) donc m = 1 et il est

atteint au point (0;�1).

Exercice 10 (Mines ponts) Soit a 2 ]0; 1[ et f : R! R dérivable telle que 8x 2 R; f 0(x) = f(ax).

1. Montrer que f est de classe C1 sur R. Exprimer f (n)(x) pour n 2 N et x 2 R à l�aide de f .

2. En déduire que f est développable en série entière sur R.

3. Déterminer toutes les fonctions g : R! R dérivables telles que 8x 2 R; g0(x) = g(ax).

Solution de l�exercice: 1a:Comme f est dérivable sur R, elle y est continue. Ainsi, par composition,
x 7! f(ax) est continue sur R donc f 0 aussi ce qui montre que f est de classe C1 sur R.
Si on suppose que f est de classe Cn sur R pour un entier n > 1, alors x 7! f(ax) est aussi de classe Cn sur R
donc f 0 l�est encore et f est donc de classe Cn+1 sur R. Par principe de récurrence, f est de classe Cn pour tout
n 2 N sur R donc f est de classe C1 sur R.
1b: Pour x 2 R, on af 0(x) = f(ax) donc f 00(x) = af 0(ax) = af (a2x).
On continue: f 000(x) = a� a2f 0 (a2x) = a1+2f (a3x) et f (4)(x) = a1+2a3f 0 (a3x) = a1+2+3f (a4x).
Supposons, pour n 2 N, qu�on ait 8x 2 R; f (n)(x) = a

n(n�1)
2 f (anx). Alors, en dérivant cette relation, on a

f (n+1)(x) = a
n(n�1)

2 � anf 0 (anx) = an(n+1)2 f (an+1x). Comme on a f (0)(x) = f(x) = a
0(0�1)

2 f (a0x), on a montré pa
récurrence que 8n 2 N;8x 2 R; f (n)(x) = an(n�1)2 f (anx).
2: Soit x 2 R. La fonction; f étant continue sur le segment [0; x] (ou [x; 0]) elle y est bornée et on peut poser
M = kfk[0;x]1 et Mn+1 = kf (n+1)k[0;x]1

Pour n 2 N, on a
����f(x)� nP

k=0

f (k)(0)xk

k!

���� � Mn+1jx�0jn+1
(n+1)!

(Taylor Lagrange)

Or f (n+1)(t) = a
n(n+1)

2 f (an+1t) et ant 2 [�b; b] si t 2 [0; x] car jaj < 1, on a
��f (n+1)(t)�� 6 an(n+1)2 M .

Par inégalité triangulaire, on a
���R x0 (x�t)nf (n+1)(t)

n!
dt
��� 6 jxjn+1an(n+1)2 M

n!
et, comme limn!+1

xn+1

n!
= limn!+1 a

n(n+1)
2 =

0 car jaj < 1 donc lim
n!+1

����f(x)� nP
k=0

f (k)(0)xk

k!

���� = 0
donc 8x 2 R; f(x) =

+1P
k=0

f (k)(0)xk

k!
.et comme f (k)(0) = a

k(k�1)
2 f(0), 8x 2 R; f(x) = f(0)

+1P
k=0

a
k(k�1)

2 xk

k!
.

c. Soit � 2 R et la fonction g� : R ! R dé�nie par g�(x) = �
+1P
k=0

a
k(k�1)

2 xk

k!
. Si on pose ak = a

k(k�1)
2

k!
> 0, on a

ak+1
ak

= ak

k+1
donc, comme 0 < a < 1; limk!+1

ak+1
ak

= 0 donc, par D�ALEMBERT, le rayon de convergence de la
série

P
k>0 akx

k vaut R = +1 ce qui justi�e que la fonction g� est bien dé�nie et de classe C1 sur R. De plus,

8x 2 R; g0�(x) = �
+1P
k=1

a
k(k�1)

2 xk�1

(k�1)! = �
+1P
k=0

a
k(k+1)

2 xk

k!
= �

+1P
k=1

a
k(k�1)

2 (ax)k

k!
= g�(ax). Avec ce qui précède, les fonctions

g : R! R dérivables telles que 8x 2 R; g0(x) = g(ax) sont les fonctions proportionnelles à g1 : x 7!
+1P
k=0

a
k(k�1)

2 xk

k!
,

elles constituent donc une droite vectorielle Vect (g1).

Exercice 11 (ENS) Soit I = [0; 1] un segment de R et E = C1(I;R) l�ensemble des fonctions des fonctions de
classe C1 de I dans R muni de la norme dé�nie par

8f 2 E, kfk1 = sup
x2I

jf (x)j
6



1. Soit ' :
�

E ! R
f 7! f 0 (0)

. Montrer que ' est une forme linéaire de E et qu�il existe une suite (fn) de E

véri�ant
�

kfnk1 = 1
la suite (' (fn))n2N a pour limite +1

.

2. On se donne une forme linéaire u : E ! R. On suppose que u est positive c�est-à-dire que pour toute
fonction f 2 E positive on a u(f) > 0. On pose e : x! 1 2 E.

(a) Montrer que 8f 2 E; ju(f)j 6 u(jf j).
(b) Montrer qu�il existe une constante C 2 R+telle que 8f 2 E; ju(f)j 6 Ckfk1. En déduire que u est

continue.

(c) Calculer Sup
f2E;f 6=0

ju(f)j
kfk .

Solution de l�exercice:
Soit f 2 E, on a f 6 jf j donc g = jf j � f > 0 ce qui donne, par hypothèse, u(g) = u(jf j) � u(f) > 0

par linéarité de u. De même, �f 6 jf j donc h = jf j + f > 0 et, à nouveau u(h) = u(jf j) + u(f) > 0 donc
�u(jf j) 6 u(f) 6 u(jf j) ce qui garantit bien que ju(f)j 6 u(jf j).
b. Pour f 2 E, comme f est continue sur le segment I, elle y est bornée par le théorème des bornes atteintes

donc jf j 6 kfk1;Ie. On pose cette fois a = kfk1;Ie � f > 0 donc u(a) > 0 ce qui donne une nouvelle fois par
linéarité de u; kfk1;Iu(e) � u(jf j) > 0. On a donc, d�après a., ju(f)j 6 u(jf j) 6 kfk1;Iu(e) donc on a bien
8f 2 E; ju(f)j 6 Ckfk1;I en posant C = u(e) > 0 car e est positive sur I.
c. D�après la question précédente, 8f 2 Enf0g; ju(f)jkfk1;I

6 u(e). La partie A =
n

ju(f)j
jfk1;I

��� f 2 Enf0go � R est
non vide (car il existe des fonction non nulle sur I et majoré par u(e) ce qui montre que la borne supérieure de
l�énoncé existe et que Sup(A) 6 u(e). De plus, en prenant f = e, on a e 2 Enf0g et ju(f)j

kfk1;I
= u(e) donc u(e) 2 A

ce qui montre que cette borne supérieure est un maximum (atteint en e) et que ju(f)j
kfk1;I

= u(e).

Exercice 12 (centrale) Soit la fonction f : R2 ! R dé�nie par f(x; y) = x sin(y)�y sin(x)
x2+y2

si (x; y) 6= (0; 0) et
f(0; 0) = 0.

1. f est-elle continue sur R2 ?

2. Calculer les dérivées partielles de f sur R2nf(0; 0)g. La fonction f est-elle de classe C1 sur R2nf(0; 0)g ?

3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles en (0; 0) ? Si oui, les calculer.

4. La fonction f est-elle de classe C1 sur R2 ?

Solution de l�exercice:
1: La fonction f est continue sur R2n f(0; 0)g (th opérations).

Utilisons l�inégalité de Taylor-Lagrange à l�ordre 1 en a = 0: jsin (x)� xj � x2

2
.

On a jf(x; y)� f(0; 0)j =
���x sin(y)�y sin(x)x2+y2

� xy�yx
x2+y2

��� = ���x(sin(y)�y)�y(sin(x)�x)x2+y2

��� � ���x(sin(y)�y)x2+y2

��� + ���y(sin(x)�x)x2+y2

��� � jxj y
2

2

x2+y2
+

jyjx
2

2

x2+y2
=
jxj+ jyj
2

.

La fonction (x; y) 7! jxj+ jyj
2

est continue de limite 0 en (0; 0) donc lim
(x;y)!0

f (x; y) = f (0; 0) donc f est continue

en (0; 0).

2: Si (x; y) 6= (0; 0) alors @f
@x
(x; y) = sin y�y cosx

x2+y2
� 2xx sin y�y sinx

(x2+y2)2
et
@f

@y
(x; y) = � sinx�x cos y

x2+y2
� 2y x sin y�y sinx

(x2+y2)2
qui sont

continues sur R2n f(0; 0)g (th opérations) donc f est de classe C1 sur R2n f(0; 0)g.
7



3: On a f (x; 0) = 0 donc
f (x; 0)� f (0; 0)

x� 0 = 0!x!0 0. On en déduit que
@f

@x
(0; 0) = 0.

De même
@f

@y
(0; 0) = 0.

4: On a sin y = y +Oy!0 (y3) et cosx = 1 +Ox!0 (x2). On en déduit
@f

@x
(x; y) = sin y�y cosx

x2+y2
� 2xx sin y�y sinx

(x2+y2)2
=

y+Oy!0(y3)�y(1+Ox!0(x2))
x2+y2

� 2xx(y+Oy!0(y3))�y(x+Oy!0(x3))
(x2+y2)2

@f

@x
(x; y) =

Oy!0(y3)�yOx!0(x2)
x2+y2

� 2xxOy!0(y3)�yOy!0(x3)
(x2+y2)2

!(x;y)!(0;0) 0

(par exemple, si x� y 6= 0, (x2 + y2)2 = x4 + 2x2y2 + y4 � 2x2y2 > 0 donc����x2Oy!0(y3)
(x2+y2)2

���� � x2Oy!0(y3)
2x2y2

= Oy!0 (y)!(x;y)!(0;0) 0 et les autres termes s�étudient de la même manière).

On en déduit que lim
(x;y)!(0;0)

@f

@x
(x; y) = 0 =

@f

@x
(0; 0) donc

@f

@x
est continue en (0; 0) donc sur R2.

De même pour
@f

@y
donc f est de classe C1 sur R2.

Exercice 13 (Ccinp) Soit � > 1. On pose Rn =
+1P

k=n+1

1

k�
. A quelle condition la série de terme général Rn

est-elle convergente?

Solution de l�exercice (non détaillée). On montre par comparaison avec une intégrale que
R +1
n+1

1

t�
dt �

+1P
k=n+1

1

n�
�
R +1
n

1

t�
dt et le calcul de ces deux intégrales nous donne l�équivalent Rn �n!+1

1

(�� 1)n��1 qui

permet de conclure que
P
Rn converge si et seulement si � > 2.

Exercice 14 (ccinp) Déterminer les solutions développables en série entière de l�équation 4xy00 � 2y0 + 9x2y =
0 : (E). Existe-t-il des solutions non développables en série entière?

Solution de l�exercice: 1: On suppose que la fonction la série entière
P
anx

n est de rayon R > 0 et on pose,

pour x 2 ]�R;R[ ;.y (x) =
+1P
n=0

anx
n La fonction y est solution de (E) si et seulement si 4x

+1P
n=2

n (n� 1) anxn�2 �

2
+1P
n=1

nanx
n�1+9x2

+1P
n=0

anx
n = 0 soit

+1P
n=1

(4n (n� 1)� 2n) anxn�1+
+1P
n=0

9anx
n+2 = 0 c�est-à-dire

+1P
n=0

(4 (n+ 1)n� 2 (n+ 1)) an+1xn+
+1P
n=2

9an�2x
n = 0 soit �2a1x + 4a2x2 +

+1P
n=2

((2 (n+ 1) (2n� 1)) an+1 + 9an�2)xn = 0, c�est-à-dire a1 = a2 = 0

et 8n � 2, ((2 (n+ 1) (2n� 1)) an+1 + 9an�2) soit 8n � 0, an+3 =
�9an

2 (n+ 3) (2n+ 3)
. On a donc par récur-

rence a3k+1 = a3k+2 = 0 et a3k = � 9

(6k � 3)� (6k)a3(k�1) = � 1

2k � (2k � 1)a3(k�1) =
(�1)k

(2k)!
a0 donc donc

y (x) =
+1P
k=0

(�1)k

(2k)!
x3k. Si x � 0, alors y (x) =

+1P
k=0

(�1)k

(2k)!

�
x
3
2

�2k
= cos

�
x
3
2

�
et si x < 0,

�
x
p
�x
�2k

= (x)2k (�x)k = (�1)k x3k donc y (x) =
+1P
k=0

�
x
p
�x
�2k

(2k)!
= ch

�
x
p
�x
�
(il est inutile de déterminer

le rayon de convergence car on retombe sur des séries entières connues).

2: Sur l�intervalle ]0;+1[, (E), y00� 1

2x
y0+

9

4
xy = 0 et on en déduit que l�ensemble des solutions est un espace

vectoriel de dimension 2.
Les solutions développables en série entières sont les fonctions colinéaires à x 7! cos

�
x
3
2

�
dont l�ensemble est un

espace vectoriel de dimension 1.
Conclusion: Il existe d�autres solutions.
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Exercice 15 (CCINP): Soit E l�ensemble des fonctions f : [0; 1] ! R de classe C2 véri�ant f (0) = 0. Pour
f 2 E, on pose kfk1 = supx2[0;1] jf (x)j
N1 (f) = kfk1 + kf 0k1 et N2 (f) = kf + f 0k1.

1. Montrer que N1 et N2 sont des normes de E.

2. Soit f 2 E. Montrer que pour tout x 2 [0; 1] exf (x) =
R x
0
et (f (t) + f 0 (t)) dt.

3. En déduire que les normes N1 et N2 sont équivalentes.

Solution de l�exercice: On admet que E est un espace vectoriel (véri�cation immédiate)

1: On sait que la norme in�nie est une norme:

8<:
k�fk1 = j�j kfk1 : (1)

kf + gk1 � kfk1 kgk1 : (2)
kfk1 � 0 et kfk1 = 0) f = 0 : (3)

. Il en découle

facilement que (1), (2) et (3) sont véri�ées par N1 et N2.
Seul N2 (f) = 0) f = 0 n�en découle pas directement.
Soit f 2 E. Supposons N2 (f) = 0. On a kf + f 0k1 = 0 donc f 0 + f = 0 donc 9� 2 R, 8x 2 [0; 1] ; f (x) = �e�x.
Or f 2 E donc f (0) = 0 donc � = 0 donc f = 0.
2: Soit f 2 E. Posons g (x) = exf (x). La fonction g est dérivable (car f l�est) et g0 (x) = ex (f (x) + f 0 (x))

donc
R x
0
et (f (t) + f 0 (t)) dt = [g (t)]x0 = e

xf (x)� f (0) = exf (x).
3: Il s�agit de montrer l�existence de (�; �) 2 ]0;+1[2 véri�ant: 8f 2 F , �N2 (f) � N1 (f) � �N2 (f).

Soit f 2 E. On a N2 (f) = kf + f 0k1 � kfk1 + kf 0k1 = N1 (f). On peut donc prendre � = 1.
On a jexf (x)j =

��R x
0
et (f (t) + f 0 (t)) dt

�� � R x
0
jet (f (t) + f 0 (t))j dt �

R x
0
ex kf + f 0k1 dt

donc jexf (x)j � xex kf + f 0k1 � ex kf + f 0k1.
On en déduit que 8x 2 [0; 1] jf (x)j � kf + f 0k1 donc kfk1 � e kf + f 0k1.
De plus kf 0k1 = kf + f 0 � fk1 � kf + f 0k1 + kfk1 � 2 kf + f 0k1. On peut donc prendre � = 3.

Exercice 16 (ccinp) On pose S =
+1P
n=0

1

(n+ 1) (2n+ 1)
et f (x) =

+1P
n=0

x2n+2

(n+ 1) (2n+ 1)
.

1. Justi�er l�existence de S et déterminer l�ensemble de dé�nition de f .

2. Exprimer f (x), pour x 2 ]�1; 1[ au moyen des fonctions usuelles.

3. En déduire la valeur de S.

Solution de l�exercice:

1. On a
1

(n+ 1) (2n+ 1)
�n!+1

1

2
n2 donc S existe.

On a R = 1 ( par exemple avec D�alemebert) donc f (x) existe pour x 2 ]�1; 1[ et n�existe pas si jxj > 1.
De plus f est dé�nie en �1 car

P 1

(n+ 1) (2n+ 1)
converge donc Df = [�1; 1].

2: D�après le cours, f est dérivable terme à terme sur ]�1; 1[ et f 0 (x) = 2
+1P
n=0

x2n+1

(2n+ 1)
. Par ailleurs,

ln (1� x) = �
+1P
n=1

xn

n
et ln (1 + x) =

+1P
n=1

(�1)n�1 x
n

n
donc ln (1 + x) � ln (1� x) =

+1P
n=0

�
(�1)n�1 + 1

� xn
n
=

2
+1P
p=0

x2p+1

(2p+ 1)
donc f 0 (x) = ln (1 + x) � ln (1� x) donc f (x) � f (0) =

R x
0
ln (1 + t) �

R x
0
ln (1� t) dt =R x

0
ln (1 + t)+

R �x
0
ln (1 + u) du donc (IPP) f (x) = [(t+ 1) ln (t+ 1)� (t+ 1)]x0+[(t+ 1) ln (t+ 1)� (t+ 1)]

�x
0

donc f (x) = (x+ 1) ln (x+ 1) + (1� x) ln (1� x).
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2. Montrons que la fonction f est continue sur [�1; 1]: Posons un (x) =
x2n+2

(n+ 1) (2n+ 1)
. La fonction un est

bornée sur [�1; 1] et kunk1 = sup
x2[�1;1]

jun (x)j =
1

(n+ 1) (2n+ 1)
donc la série de fonctions converge nor-

malement donc uniformément sur [�1; 1]. Chaque fonction un étant continue, la fonction f est continue sur
[�1; 1]. On a donc f (1) = S = limx!1� f (x) = 2 ln (2) car limx!1� (1� x) ln (1� x) = limu!0+ u ln (u) = 0.

Exercice 17 (Navale 2018) Soit S la surface d�équation x2 � y2 � z = 1 et P le plan d�équation x+ 2y � z = 0.
Déterminer l�ensemble des points M de S tels que le plan tangent à S en M soit parallèle à P .

Solution de l�exercice: Le plan tangent à S d�équation f (x; y; z) = 0 en un point régulier est normal au
gradient de f . Ici, grad (f) = (2x; 2y;�1). Un vecteur normal à P est �!n = (1; 2;�1). Le plan tangent à S en M
de coordonnées (x; y; z) est parallèle à P si et seulement si �!n et grad (f) sont colinéaires soit x = 1

2
et y = 1. Or

M 2 S donc z = x2 � y2 � 1 = �7
4
d�où M =

�
1
2
; 1;�7

4

�
.

Exercice 18 (TPE 2016) Trouver les plans tangents à la surface d�équation z2 = xy et contenant la droite (D)
d�équations: x = 2 et y + z = 1:

Solution de l�exercice:
Posons f (x; y; z) = z2�xy et (S) la surface d�équation f (x; y; z). SoitM = (x0; y0; z0) 2 (S). Le pointM est

un point régulier de (S) si et seulement si grad f (M) 6= �!0 . Dans ce cas le plan tangent à (S) enM est orthogonal
à grad f (M) = (�y0;�x0; 2z0) 6= (0; 0; 0) si M 6= (0; 0; 0). Un point P=(x; y; z) appartient au plan tangent si
et seulement si

��!
MP ? grad f (M) , �y0 (x� x0) � x0 (y � x0) + 2z0 (z � z0) = 0 : (�). Un point de la droite

droite (D) :
�

x = 2
z = �y � 1 est de la forme P = (2; y;�y � 1), y 2 R. Le plan (�) contient (D) si et seulement si

8y 2 R, �y0 (2� x0)�x0 (y � x0)+2z0 (�y � 1� z0) = 0 soit (�x0 � 2z0) y�2y0+x0y0+x20�2z0�2z20 = 0. Ceci

est réalisé si et seulement si

8<:
�x0 � 2z0 = 0

�2y0 + x0y0 + x20 � 2z0 � 2z20 = 0
z20 = x0y0 :M 2 (S)

,

8<:
x0 = �2z0

z20 = �2z0y0 soit z0 (z0 + 2y0) = 0
�2y0 + x0y0 + x20 � 2z0 � 2z20 = 0

,8<:
x0 = �2z0
z0 = 0
y0 = 0

8<:
x0 = �2z0
z0 = �2y0

�2y0 + 4y20 + 16y20 + 4y0 � 8y20 = 0
or �2y0+4y20 +16y20 +4y0� 8y20 = 0, 2y0+12y

2
0 = 0,

y0 = 0 ou y0 = �
1

6
. Le point (0; 0; 0) n�étant pas régulier, l�unique solution est le point M =

�
�2
3
� 1
6
;
1

3

�
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