Analyse 6: mercredi 12 juin
Fonctions de plusieurs variables,
exercices de synthese

Exercice 1 (Ccinp) On s’intéresse auz fonctions f de R* dans R de classe C* vérifiant

of

g+ 20 () =0

(E):Y(x,y) € R? o
z(u,v) =u

2
Pour (u,v) € R?, onpose{ y(u,v) =u?+v

et F (u,v) = f(x(u,v),y (u,v)).

v) =0.

OF
1. Montrer que f vérifie (E) si et seulement si ¥V (u,v) € R?, rm (u,
u

2. Déterminer les solutions de (E).

Solution de ’exercice: 1: Les fonctions (u,v) — x (u,v) et (u,v) — y (u,v) sont de classe C' donc si f est

de classe C! alors F est de classe C! et (regle de la Chalne)
of OF

OF 0fdx Ofdy Of of of of of
a0 a 2 a_ ~ 2 —_— = — = U.
oL = 8x8u+8y8u (91:+ u(‘?y 9 T 2% o donca (x,y) + :cay(xy) O<:>au 0

2: donc f verifie (EF) si et seulement si il existe une fonctlon C de classe C* telle que F (u,v) = C (v) soit

fz,y)=Cy—a?).

1
14 em”

Exercice 2 (Ccinp): Pour n € N, on pose, pour x réel, f, (x) =

+o00o
1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Y  f,. On définit S : x — > f,(x).
n=0

2. La fonction S est-elle de classe continue sur son ensemble de définition?

3. La fonction S est-elle de classe C' sur son ensemble de définition?

1 1

Solution de I’exercice: 1: Si x < 0 alors lim =1letsiz=0alors lim = % donc la
n—+oo 1 + "% n—+oo 1 + "%
série Y f,, (x) diverge grossiérement.
Si x > 0, alors ~ptoo € = (e7%)" et 0 < e7* < 1 donc par comparaison avec une série géométrique

nr

convergente, la série Z fn (x) converge. La série de fonctions ) f,, converge donc simplement sur ]0, 4-00].

1
2: Posons S (z) = Z fn(x) sur R et prenons a > 0. Si x € [a,+oo[, alors |f, (z)] < — =™ < e =

enx
(e7*)". On en dedult SUD (g, + ool | fn (¥)] < (7%)" donc la série de fonctions ) f, converge normalement donc
uniformément sur [a,4+00[. Les fonctions f, étant continues, S est continue sur [a,+oo[. Or a est quelconque
donc S est continue sur |0, 4o00].
3: Th de dérivabilité de la somme d’une série de fonctions:

- Les fonctions f,, sont de classe C! sur ]0,+o00[ et f/, (z) =

(1 + en)?
- La série de fonctions > f,, converge simplement sur |0, +oo[ ’déja vu.

- Soit a > 0 et = € [a,+o0[. On commence par se "débarasser" du terme " du dénominateur.
ne"’ ne"’ +n n n

Ona |f] (z)| = < < < —.
|f ( )| (1+€n$)2—(1+enz)2—1+€naz—6nai




ne"* net n n
oulf' (z)|=——— =|f"(2)|= = < —).
o 152 @) = g =V O = o o = o e S )
n
“na 3 1
Six > a, alors |f] (z)] < 2 On a donc Il < Dot = —n—too 0 donc o On—too | =
ena ena i ena ena n2
n2

n : .
donc ) —- converge donc ) f; converge normalement donc uniformément sur [a, +-oo[. Comme } f,, converge
e

+o0o
normalement donc simplement sur [a, +00[, on déduit que S est de classe C! sur |0, +o0o[ et S" (z) = > fo. (z) =
n=0

T pe™

Exercice 3 (ccinp): Soit ¢ une fonction de R dans R de classe C*. Soit F la fonction définie sur R x R* par
x

F(z,y)=¢ <§>

0?F 0?F
Déterminer les fonctions ¢ pour lesquelles la fonction F' vérifie ’équation Iz (z,y) + D2 (x,y) =0:(&).
x Y

F
Solution de I’exercice: La fonction ¢ étant de classe C?, z +— ¢ <£> est dérivable de dérivée — (z,y) =
Y

ox
1. .7 €z
e (5)
. O*F . (x\ OF r [z O*F 2¢ [z z\> , [z
Dememe, 53 ) =" (7). =50 () e Gr =52 (0)+ () # ()

A : 2 azF 82F n L T , (T T ? n L L. .
On en déduit que ¥° | —— (z,9) + o5 (z,y) | =" (=) +2=¢" [ = | + | = | ¥" (=] et que F vérifie (£) si
ox dy Y Y Y Y Y

et seulement si Vt € R, (1 +t2) " (t) + 2t¢’ (t) = 0 soit IN € R, Vt € R, ¢/ (t) = N~ In(1+2) —
et seulement si 3 (\, u) € R?, Vt € R, ¢ (t) = Aarctan (t) + p.

m et donc si

2
n+1

Exercice 4 (ccinp) Soit la suite réelle (a,) définie par ag =a; =1 etVn > 1, apy1 = ap + G-

1. Montrer que pour tout n € N*, 1 < a,, < n?.
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,x".

3. En déduire une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par la somme S.de cette série entiére et calculer

S (x).

Solution de I’exercice:
1: Onal<a, <n?pourn=1etn=2 Soitn>1 veérifiant 1 < a,_; < (n—1)*et 1 < a, < n? On a alors
2(n—1)°

n+1
2: On sait que si 0 < b, < ¢,, le rayon de convergence de ) b,x" est supérieur ou égal a celui de ) ¢,z De

plus > a™ et Y nx™ ont méme rayon de convergence égal a 1 (la multiplication par n ne change pas le rayon de
convergence) donc le rayon de convergence de > a,z" est 1.

3: Pour n > 0, (n+2)ani2 = (n+2)any1 + 2a,. Si|z| < 1, les séries Y a,z” et Y na,z™ convergent et
(n+ 2) apioz™ = (n+ 2) appr2™ ™ + 2a,2"

2
1<a, <a,+ lan_1§n2+ <n?®+2(n—-1)<n*4+2n+1=(n+1)* donc ¥n, 1 < a, < n?
n

+oo 400 +o00
On en déduit que Y. (n+ 2) api02™™ — > (n+2) ap1z™™ =2 > 2™t = 0.
n=0 n=0 n=0

+oo +o0o +oo
On peut dériver terme a terme sur |—1,1[ et S’ (z) = > na,a™ ' = > (n+ 1) a 12" done > (n+ 2) ayi92™™ =
n=1 9 n=0 n=0



+00 oo
S'(z)—aret > (n+1)a, 12" =25 (z) et > a, 12" = S (x) — ag donc les séries entiéres convergent pour
n=0

€]-1,1] etn§9(x) —a; — (xS (x) + (S (23:) - a%)) —2xS(x) = 0so0it (1 —2)5 (z) — (2x+1)S(x) = 0. Une

—2r —1 —2
primitive de a (z) = ’ b = -2 — est —2z — 3In (1 —z). On en déduit que
11— ) 1—x 1—x - )
S (z) = Ne 2e3m0-2) — ) ‘ 5. Comme S (0) =ap=1, S(z) = 6—3.
(1—2) (1—2x)

Commentaire: On pourrait tirer une expression de a, en développant 1’expression obtenue (avec un produit de
Cauchy).

0 0
Exercice 5 (ccinp) Déterminer les fonctions f : 10, +oo[ xR — R de classe C* vérifiant :ca—f —i—ya—f = /2?2 +y?:
T Y

(E).(on posera x (r,0) = rcos(0) et y(r,0) = rsin(0).

Solution de I’exercice: On pose F'(r,6) = f(rcos(0),rsin(0)) = f(x(r,0),y(r,0)). En appliquant la
regle de la chaine,

aa]: gi g:f + g—g% = cos (6) % + sin (0) g—zjj donc r%—}; = 71 cos (f) % + rsin (0) % gi gi donc
(F) T@_F & or =

or or
Posons G (r,0) = F (r,0) —r. On a % = %—]: — 1 donc %—]: =le %—G = 0 & il existe h de classe C.telle que
n en déduit que F (r,0) = r + h (6) avec h de classe C*.
Comme (x,y) € ]0,4o00[ x R, on peut prendre (r,6) € ]0, +oo] x —g, g[ et % = tan (#) donc # = arctan <%)

donc f (z,y) \/m+h<arctan<y>>

Exercice 6 (Ccinp): Soit a > 0, I = [—a,a] et ¢ € C(I,R). On suppose qu’il existe C > 0 tel que Yx € I,
lo(x)] < |Cx|. Le but de Uexercice est de déterminer les fonction f € C(I,R) vérifiant f(0) = 0 et Vo € I,
fz)=f(5) =)

+o0o
1. Montrer que lapplication g : x +— > ¢ (2%) est définie et continue sur I. Montrer que g est solution du
n=0
probléme.

2. En déduire l’ensemble des fonctions solutions.

3. Montrer que si ¢ est de classe C' alors [ est dérivable.

Exercice 7 (Mines ponts PSI 21): Déterminer les extrémums de (z,y) — y (z* + (In (y))Q) sur R x RY.

Solution de I’exercice: Posons f (z,y) =y (z* + (In (y))2)
La fonction f est de classe C' sur R x R, et, si on pose g (z,y) = y alors R x R = {(z,y) € R?, g (x,y) > 0} avec
g fonction continue donc R x R est une partie ouverte de R%. Un extrémum local de f est donc nécessairement
atteint en un point critique de f.

%(l‘y)zﬁy 8f y) =0 0
oz " donc = . ou
Z—‘;(w,y)=a:2+(1n(y))2+21n(y) ? y) =0 = { (n(y)+2)m@y) =0 & @&y =01
(,y) = (0,e72).

Etude du point (0,1): On a f(0,1) =0 et f(x,y) > 0 donc f admet un minimum global en (0, 1).

1
Etude du point (0,e~?): Utilisation de la Hessienne
0 f 82f 0% f 2 L 2¢72 0
@(x,y) = 2y, 8y8x( x,y) =2z et —= (‘3@/ (x,y) = , (ln(g)—i—l) donc Hy (0,e7?)) = ( 0 e )

0,
0,



3\ € spHy (0,e72) N0, +oo[ donc f (0,e™?) n’est pas un maximum
et u € spH; (0,e72) N]—o0,0[ donc f (0, e 2) n’est pas un minimum
f n’admet ni maximum ni minimum en (0, e~2).
Deuxiéme méthode:
Posons A (h, k) = f(h,e >+ k) — f(0,e7%) = (e 2+ k) <h2 + (In(e™2 + /{:))2) — e 2(In(e72))*
On a A (h,0) = <h2 (In (e ))2) “2(In(e2))? = e 2h% > 0 si h % 0.
k2 4
et A0, k) = (e 24+ k) (In(e 24 k)’ —4e72. Orln (e 2 + k) = In (e 2)+1n (1 + ke?) = —2+4ke? — 5 Tok—0 (k?)
donc A (0,k) = (e72 + k) (4 — 4ke?® + 2k%e* + oo (K?)) — de™2
soit A (0, k) = —2k%e? + oj,_o (k*) < 0 pour h # 0 sufffisamment petit.
On en déduit que f n’admet pas d’extrémum local en (0,e72) (point selle).

Exercice 8 (CCINP PSI 21) On cherche une fonction f de R dans R continue vérifiant la condition:

V(z,y) € R% f / ft)dt: (E)
1. Résoudre, suivant la valeur du réel ¢ I’équation y" — cy = 0.
2. Soit f une fonction de R dans R de classe C'. Soit F : f“y f(t)dt. Montrer que F est de classe
OPF  O*F

C? et préciser

ot o2

3. Soit f une fonction f de R dans R continue vérifiant (E). Déterminer f(0). Justifier que f est de classe
C? sur R et calculer f" (x) f (y) — f (z) f” (y). En déduire les solutions de (F).

Solution de ’exercice:
1: Les solutions sont les fonctions

At pxrsic=0
T Acosh (y/ex) + psinh (y/cz) siec >0
A cos (\/—cx) + psin (\/—c:c) sic>0

ol A et u sont des réels quelconques.
2: Soit g une primitive de f. On a F (z,y) = g(z +y) — g (z — y). La fonction f est C' donc g est C* donc F
est C? et

OF
Le réel y étant fixé, la fonction x +— F (z,y) est dérivable de dérivée e () = ¢ (z+y) — ¢ (x—y) =
x
f(x+y)— f(x—y). On obtient de méme que

PF
oz = @ty = fz—y).

o OF PF , PF 0*F
Dememe8—y—f(x+y)—|—f(x— )etW— (x+y)—fl(x—y )donCW—W 0.

3: En prenant x = y = 0 dans (£), on obtlent f(0)=
Si f est la fonction nulle, alors f est de classe C2.

Sinon, il existe a € R, f(a) #0 et Vz € R, f(x) fa}x+aa f(t
T — Ixjaa f () dt est dérivable de dérivée x +— f (m + a) [z — a) qui est continue donc f est de classe C" et

1 (z) = % (f (x+a) — f(x —a)) donc f’ est de classe C' donc f est de classe C2.
a
2 2
L’égalité F (x,y) = f (z) f (y) permet un deuxiéme calcul de (Z }; — E; 5 qui donne " (z) f (y) — f (z) f" (y). On

V(wy) € R (2) ffy) = f (@) " (y) = 0.

en déduit que



[ (a)
Fla) On a

La fonction nulle est solution de (E). Supposons f # 0. Soit a € R tel que f (a) # 0. Posons ¢ =

Ve e R, f" () —cf (£) =0

En utilisant Q1 et le fait que f (0) = 0, on obtient les fonctions de la forme f = 2 — px ou f: z +— psin (ax) ou
f : x> psinh (ax) avec p et « réels quelconques.

Syntheése:

f =0 est solution. Dans la suite, on suppose f # 0 donc u # 0 et a # 0.

2 N
Pour f:x+ pux,ona f(x) f (y) = p?zy et f;fyyf(t) dt = (z+y) — (z —y)

2 2
si et seulement si pu? = 2u soit p = 2.

2

= 2puxy donc  f est solution

Pour f : x — psin(az)ona f (z) f (y) = p?sin (ax) sin (ay) =

g (—cos(a(x+y))+cos(a(r—y))).

% (cos (a(x —y)) —cos (a(x+y))) et f;fyy psin (ax

2
donc f est solution si et seulement si % —Fosoit o= 2.
e M

Pour f:x — psinh (az) on a f () f (y) = p?sinh (ax) sinh (ay) = %2 (cosh (a(x 4+ y)) — cos (a (x — y))) car

a_ p—a 6b _ efb ea+b + efafb eafb + efaer 1

e

sinh (a) sinh (b) = 5 5= 1 — 1 =3 (cosh (a + b) — cosh (a — b)) 2
et f;fyy psinh (ax) dt = K (cosh (o (x +y)) — cosh (o (z — y))).donc f est solution si et seulement si % = 2 soit
o) o)
2
a=—.
p

Exercice 9 (ccinp) Soit f la fonction définie sur R? par f (z,y) = 2* + 2%y +°
1. Montrer que f admet un point critique mais n’y atteint pas d’extremum local.
2. Soit D = {(z,y) € R?, 2* +y* < 1}. Justifier que D est une partie fermée de R2.

3. Montrer qu’il existe (xo,y0) et(x1,y1) appartenant o D tel que ¥ (x,y) € D, f(xo,y0) < f(z,y) < f (z1,y1).
Donner la valeur de f (xq,yo) et f(x1,y1).

Solution de ’exercice: 1: La fonction f est définie et de classe C' sur I'ouvert R? donc si f admet un

0 9,
extremum en (z,y) alors (z,y) est un point critique de f. On a 91 = 2r + 2zy et 91 = 22 + 3y?. On a donc

ox dy
of of 2 3 3 1 ;
9 90 ) = (0,0) & (z,y) = (0,0). Or f(z,y) = 2*(y + 1)+y* donc f (0,y) — f (0,0) = y* qui change de signe
T oy
en y = 0 donc f n’admet pas d’extrémum local en (0, 0).
2: Soit ¢ la restriction de f a D. L’ensemble D est fermé car D = {(z,y) € R? h(z,y) <0} avec h(z,y) =
2% 4+ y? — 1 qui est continue.
3: De plus D est borné.et g est continue donc g admet un maximum et un minimum. Posons O = {(z,y) € R?, 2% + 32
{(z,y) € R? h(x,y) < 0}.L’ensemble O est ouvert car h est continue donc, g admet un extremum en (x,y) € O
alors (x,y) est un point critique. La premiére question entraine que f n’admet pas d’extremum local dans O. On
en déduit que le maximum et le minimum de g sont atteint sur C' = {(z,y) € R? 2* + y* = 1}. Soit (z,y) € C. 1l
existe t € R tel que (z,y) = (cos (t),sin (t)). Ona g (z,y) = 2® +y (2? +y*) = 2*> + y = cos? () +sin (t) = ¢ (1).
On a ¢ (t) = —2sin (t) cos (t)+cos (t) = cos (t) (1 — 2sin (¢)). La fonction ¢ est croissante sur |0, % , décroissante
T T OT om 3

T
sur [—, —] , croissante sur | —, — |, décroissante sur |—, — | et croissante sur | —, 27 |. Son maximum est dans
6" 2 26 65 2 2



T om T om 5 D 5 . ) ) V31
{gp (6) , (E) } Or <g0 (6) , (F)) = (Z’ Z_L) donc M = Zet il est atteint aux points (7,§> et

V3 o1 . T 3 T 3T .
(7, ~5 | Son minimum est dans {cp <§> ) (7> } Or ((p (§> P <7)> = (1,—1) donc m =1 et il est

atteint au point (0, —1).

Exercice 10 (Mines ponts) Soit a € ]0;1[ et f : R — R dérivable telle que Vx € R, f'(x) = f(azx).
1. Montrer que f est de classe C*° sur R. Exprimer f(z) pourn € N et + € R a l'aide de f.
2. En déduire que f est développable en série entiére sur R.

3. Déterminer toutes les fonctions g : R — R dérivables telles que Yz € R, ¢'(z) = g(ax).

Solution de l’exercice: la:Comme f est dérivable sur R, elle y est continue. Ainsi, par composition,
x — f(ax) est continue sur R donc f’ aussi ce qui montre que f est de classe C! sur R.
Si on suppose que f est de classe C™ sur R pour un entier n > 1, alors z +— f(az) est aussi de classe C" sur R
donc f’ I’est encore et f est donc de classe O™ sur R. Par principe de récurrence, f est de classe C™ pour tout
n € N sur R donc f est de classe C* sur R.
1b: Pour z € R, on af’(z) = f(ax) donc f"(z) = af'(ax) = af (a*x).
On continue: f”(z) = a x a®f' (a*x) = a'*2f (a®x) et fW(2) = a'*2a®f' (a®x) = a'T2H3f (a’z).

n(n—1)

Supposons, pour n € N, quon ait Vo € R, f™(2) = a~ 2 f(a"x). Alors, en dérivant cette relation, on a
fOD(z) = o™ x a"f (a"z) = an(n;l)f (a"*'z). Comme on a fO(z) = f(z) = ao(ogl)f (ax), on a montré pa

n(n—1)

récurrence que Vn € N,Vz € R, f)(z) =a~ 7 f (a"z).

2: Soit x € R. La fonction, f étant continue sur le segment [0, x] (ou [z,0]) elle y est bornée et on peut poser
0;x n 0;x

M = [ FIRT et My = || 700"

fa) - 32 70

Mn+1|x—0\n+1 (Taylor Lagrange)

Pour n € N, on a

frt k! — (n+1)!
Or f("+1)(t) — a%f (a"'t) et a™t € [—b;b] si t € [0, ] car |a| < 1, on a |f(n+1)(t)‘ < an(n2+1)
n+1 n(n+1)M
Par inégalité triangulaire, on a ‘ Iy Mdt i C;! - et, comme lim,,_, 4 oo ”TH = limy, 4o P

f(x) — Zf ()

k=0

=0

0 car |a|] < 1 donc lim

k(k k(k—1)

F et comme f*)(0 ):a2Df(0),V$€va($):f(0)§%'

(k)

donc Vz € R, f(x) = Zf

+oo  k(k—1) k(k—1)
c. Soit A € R et la fonction gy : R — R définie par g\(z) = A Y “—%. Si on pose a5, = “—— > 0, on a
k=0
a’;zl = 147 donc, comme 0 < a < 1,limy 400 azl = 0 donc, par D’ALEMBERT, le rayon de convergence de la
série Y - apz® vaut R = +oo ce qui justifie que la fonction gy est bien définie et de classe C° sur R. De plus,
400 k(k 1) +oo k(k+1) +oo k(k 1)
Vo e R, g\(z) = A Z e - T k o A Z 2 =\ Z A = ga(ax). Avec ce qui précede, les fonctions

400  k(k—1)
ek

g : R — R dérivables telles que Vz € R, ¢'(x) = g(ax) sont les fonctions proportionnelles & gy : x +— > &—=%,
k=0
elles constituent donc une droite vectorielle Vect (g1).

Exercice 11 (ENS) Soit I = [0,1] un segment de R et E = C'(I,R) l'ensemble des fonctions des fonctions de
classe C* de I dans R muni de la norme définie par

¥f € B, |fll. = supf (z)
6



1. Soit ¢ : { fE'_)_]Z,HfO) . Montrer que ¢ est une forme linéaire de E et qu’il existe une suite (f,) de E

vérifiant { . 1fllo

la suite (@ (fn))neny @ pour limite + oo

2. On se donne une forme linéaire v : £ — R. On suppose que u est positive c’est-a-dire que pour toute
fonction f € E positive on a u(f) > 0. On posee:x — 1€ E.

(a) Montrer que Vf € E,|u(f)| < u(|f])-

(b) Montrer qu’il existe une constante C € R telle que Vf € E,|u(f)| < C||f|loo- En déduire que u est
continue.

(¢) Calculer Sup BOL
fEE,f#0

Solution de I’exercice:

Soit f € E, ona f < |f|] donc g = |f| — f = 0 ce qui donne, par hypothese, u(g) = u(|f]) — u(f) = 0
par linéarité de u. De méme, —f < |f| donc h = |f| + f > 0 et, & nouveau u(h) = u(|f]) + u(f) > 0 donc
~u(lf1) < ulF) < u(lf]) ce qui garantit bien que [u(f)] < u(lf))

b. Pour f € E, comme f est continue sur le segment I, elle y est bornée par le théoréeme des bornes atteintes
donc |f| < ||flloore- On pose cette fois a = || f||oose — f = 0 donc u(a) > 0 ce qui donne une nouvelle fois par
linéarité de u, || f|lcosu(e) — u(|f]) = 0. On a donc, d’apres a., |u(f)| < u(|f|) < ||f]lcoru(e) donc on a bien
Ve E |u(f)] < C|flleos en posant C = u(e) > 0 car e est positive sur I.

c. D’apres la question précédente, Vf € E\{0}, |“(f)|I < u(e). La partie A = { LulAL ‘ fe E\{O}} C R est

111 [flloc,1
non vide (car il existe des fonction non nulle sur I et majoré par u(e) ce qui montre que la borne supérieure de

I'énoncé existe et que Sup(A) < u(e). De plus, en prenant f = e, on a e € F\{0} et ‘“ )|I = u(e) donc u(e) € A

ce qui montre que cette borne supérieure est un maximum (atteint en e) et que H';fﬁf )|1 u(e).

Exercice 12 (centrale) Soit la fonction f : R? — R définie par f(x,y) = %Z;m(” i (z,y) # (0,0) et
£(0,0) = 0.

1. f est-elle continue sur R? ?
2. Calculer les dérivées partielles de f sur R*\{(0,0)}. La fonction f est-elle de classe C* sur R*\{(0,0)} #

3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles en (0,0) ? Si oui, les calculer.

4. La fonction f est-elle de classe C' sur R? #

Solution de ’exercice:

1: La fonction f est continue sur R?\ {(0,0)} (th opérations).
2

Utilisons I'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 en a = 0: [sin (z) — x| < 5

y(sin(z)—x)
1‘2 +y2

z(sin(y)—y)
1132-‘1-:1/2

z(sin(y) —y) —y(sin(z)—z)

2 +y2 <

+

On a |f(z,y) — f(0,0)| = ssin(y)—ysin(z)  zy—yz

2 +y2 2 +y2

we o]+ |y|
2ty?

La fonction (z,y) — M

n (0,0).
: af siny—ycosx rsiny—ysinx 8f sinz—x cosy rsiny—ysinx :
2: Si (z,y) # (0,0) alors 91 (z,y) = =5 —2x el o (,y) = =557 —2y (277 qui sont
continues sur R?\ {(0,0)} (th opérations) donc f est de classe C'! sur R?\ {(0,0)}.
7

est continue de limite 0 en (0,0) donc ( hlgn . f(z,y) = f(0,0) donc f est continue
T,Y)—




0) — £(0,0 )
3: On a f(x,0) = 0 donc f(@,0) g( .0) =0 —,_00. On en déduit que Gf (0,0) = 0.
x J—
0
De méme of (0,0) = 0.
Ay
4: On asiny =y + Oy (y*) et cosz =1+ O,_o (2?). On en déduit
af sin y—y cos « xsiny— ysmz y+oy—>0(y3>*y(1+0m—>0(952)) I(yJFOy—*O(y3>)*y(x+oy—>0(13))
(9_§ () = Tt — 255 = 224y? — (@2+y?)?
Oy, y3)—yOr_o(2? 20y, y3 —yOy x3
% (.fL',y) = 0( 22+y2 O( ) — 2z 0((12)-&-312)2 0( ) _>(x,y)—>(0,0) 0
(par exemple, si z X y # 0, (2% + y2)* = 2* + 2222 + y* > 2222 > 0 donc
ID2 . 3 12 s 3 B i R .
((j§+y02()y2 ) < 0%222‘1/ ) _ Oy—0 (Y) = (2)—(0,0) 0 et les autres termes s’étudient de la méme maniére).
0 0 0
On en déduit que . 1)1m00 Oi (r,y) =0= 8£ (0,0) donc a—£ est continue en (0,0) donc sur R2.
0
De méme pour @_f donc f est de classe C* sur R2.
Y
+oo ]
Exercice 13 (Ccinp) Soit o > 1. On pose R, = Y. o A quelle condition la série de terme général R,
k=n+1

est-elle convergente?

1
Solution de l’exercice (non détaillée). On montre par comparaison avec une intégrale que fq::rof —dt <

A -
too ] 1
> < f —dt et le calcul de ces deux intégrales nous donne l'équivalent R, ~, .o 7 qui
el ne (v — 1) no—

permet de Conclure que Y R, converge si et seulement si o > 2.

Exercice 14 (ccinp) Déterminer les solutions développables en série entiere de l'équation dxy” — 2y + 9%y =
0: (F). Existe-t-il des solutions non développables en série entiére?

Solution de I’exercice: 1: On suppose que la fonction la série entiére »  a,x2™ est de rayon R > 0 et on pose,

+o0 too
pour z € |—R, R[,.y () = >_ a,z™ La fonction y est solution de (E) si et seulement si 4z > n(n — 1) a,z" 2% —
n=0 n=2
+oo +o0 +oo +o0 +oo
23" na,z" 14922 3" a,a™ = 0s0it > (4n(n —1) — 2n) @,z '+ > 9a,2" " = 0 cest-a-dire > (4(n+1)n — 2 (n A
n=1 n=0 n=1 n=0 n=0

+o00 +o0o
3 9a, o9x™ = 0 soit —2a17 + 4asz? + >, ((2(n+1) (2n — 1)) @py1 + 9an_2) " = 0, cest-a-dire a; = ay = 0

n=2 n=2

—9a,,
et Vvn > 2, (2(n+1)(2n —1)) apt1 + 9a,—2) soit Vn > 0, a3 = 213 C(LG_}- 3" On a donc par récur-
9 1 (1)
rence aspr1 = Qspr2 = 0 et as, = — A3(h—1) = ————————QA3(k—1) = ap donc donc
* * (6k — 3) x (6k) ~*~ 2% x (2k —1) "D T k)]

= (_1>k 3% Q w (_1)k 3\ 2F 3 )
y (x) kzzo (2k)!$ Siz >0, alors y () kgo k)] (a: ) cozk<m ) et siz <0,

(rv=2)" = @) (=0)" = (-1 done y (1) = 3 =

le rayon de convergence car on retombe sur des séries entiéres connues).

= ch (z+/=x) (il est inutile de déterminer

1 9
2: Sur 'intervalle |0, +o00[, (E) < ¢ — 2—y’ +ory = 0 et on en déduit que I’ensemble des solutions est un espace
T

vectoriel de dimension 2.
. . L. e . ., . . 3 ,
Les solutions développables en série entiéres sont les fonctions colinéaires & x +— cos (m) dont ’ensemble est un
espace vectoriel de dimension 1.
Conclusion: Il existe d’autres solutions.



Exercice 15 (CCINP): Soit E l'ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C* vérifiant f (0) = 0. Pour

f € E, on pose |[f|lo = supsefo |/ (2)]
N1 (f) = [flloo + 1l et Na () = 1 + Flla

1. Montrer que Ny et Ny sont des normes de E.
2. Soit f € E. Montrer que pour tout x € [0,1] =[5 e )+ f(t))dt

3. En déduire que les normes Ny et Ny sont équivalentes.

Solution de I’exercice: On admet que E est un espace vectoriel (vérification immeédiate)
IAflloo = IAL TN = (1)
1: On sait que la norme infinie est une norme: If+ 9l < 1flle llglls 2 (2) . Il en découle
[flle = 0et [[fllo=0=f=0:(3)

facilement que (1), (2) et (3) sont vérifies par Ny et No.
Seul N2 (f) = 0= f =0 n’en découle pas directement.
Soit f € E. Supposons Ny (f) =0. On a ||f + f'|| ., =0 donc f'+ f =0 donc 3N € R, Vx € [0,1], f () = Ae™™.
Or f € F donc f (0) =0 donc A =0 donc f = 0.

2: Soit f € E. Posons g (x) = e*f (). La fonction g est dérivable (car f lest) et ¢’ (x) = e* (f (x) + f' ())
donc [y e" (f (t) + f' (1)) dt = [g (V)] = e f (x) —  (0) = " f (2).

3: 1l ’agit de montrer Dexistence de (a, 8) € |0, +oo[* vérifiant: Vf € F, aN, (f) < Ny (f) < BN, (f).

Soit f € E. OnaNg( ) ||f—|—f'|| < flloo —|—||f|| = N; (f). On peut donc prendre o = 1.
Ona e f (z)] = | [} 0+ £ () dt] < [Tl (F (@) + £ () dt < [ e 1+ o e
dmﬂﬁf(ﬂgmﬂv+fH__$W+fH

On en déduit que Vo € [01] [f ()] < I + F].. donc |l <ellf + F|..
De plus ||/l = I1f + f = fllow < I + £l + 1fllo < 217 + f'll.- On peut done prendre 3 = 3.

Exercice 16 (ccinp) On pose S = Z T D 2n ) et f(x)= z_:o CESCTESE

1. Justifier Uexistence de S et déterminer 'ensemble de définition de f.
2. Ezprimer f (x), pour € |—1,1] au moyen des fonctions usuelles.

3. En déduire la valeur de S.

Solution de ’exercice:

1 1
1. On a CESNCES) ~ oo §n2 donc S existe.

On a R =1 ( par exemple avec D’alemebert) donc f (z) existe pour x € |—1, 1] et n’existe pas si |z| > 1.

De plus f est définie en +1 car )

converge donc Dy = |—1,1].
(n+1) (2n+1) & r==1

2: D’aprés le cours, f est dérivable terme a terme sur |—1,1[ et f'(z) = 2 > 2D Par ailleurs,
n=0 n
Too xn Foo n—1 *Tn ey n—1 xn
In(l—2)=—-> —etln(l+z)=> (-1)" " —doncln(l1+z)—In(l1—2) = ()" +1)— =
n=1 T = n

too  p2ptl

2o )

Jo In(1+t)+[; " In (1 +w) dudonc (IPP) f (z) = [(t+1)In(t + 1) — (¢ + D)]g+[(t + 1
donc f(z)=(z+1)ln(z+1)+ (1 —2)In(1—2x).

n=1 n
z) d

donc f'(x) = In(14+2z) —In(1— [FIn(1—t)dt =

0

onc f(z) — f(0) = foxln(l—l—t) -
Jn(t4+1)—(t+1)],°



x2n+2

(n+1)(2n+1)

donc la série de fonctions converge nor-

2. Montrons que la fonction f est continue sur [—1, 1]: Posons u, (z) = . La fonction u,, est

C [_1 1] t || ||oo | ( )| !
bornée sur 1| et ||uy, = sup |u,(x)| =
2€[-1,1] (n + 1) (2n + 1)

malement donc uniformément sur [—1, 1]. Chaque fonction u, étant continue, la fonction f est continue sur
[—1,1]. Onadonc f (1) =S =lim, ;- f (z) =2In(2) car lim, ,1- (1 —2)In (1 — z) = lim, o+ uln (u) = 0.

Exercice 17 (Navale 2018) Soit S la surface d’équation x*> —y?> —z =1 et P le plan d’équation x + 2y — z = 0.
Déterminer l’ensemble des points M de S tels que le plan tangent a S en M soit paralléle o P.

Solution de ’exercice: Le plan tangent & S d’équation f (z,y,z) = 0 en un point régulier est normal au
gradient de f. Ici, grad (f) = (2z,2y, —1). Un vecteur normal & P est = (1,2, —1). Le plan tangent & S en M
de coordonnées (z,y, z) est parallele a P si et seulement si 70" et grad (f) sont colinéaires soit = 1 et y = 1. Or

MESdoncz:xQ—yz—lz—gd’ouM:(%71,_2).

2

Exercice 18 (TPFE 2016) Trouver les plans tangents a la surface d’équation z* = xy et contenant la droite (D)

d’équations: x =2 et y+ z = 1.

Solution de I’exercice:

Posons f (z,y,z) = 22— xy et () la surface d’équation f (x,vy, 2). Soit M = (0, yo, 20) € (S). Le point M est
un point régulier de (S) si et seulement si grad f (M) # 0. Dans ce cas le plan tangent a (S) en M est orthogonal
a grad f (M) = (—yo, —0,220) # (0,0,0) si M # (0,0,0). Un point P=(z,y, z) appartient au plan tangent si
et seulement si MP L grad f (M) < —yo (v — z0) — o (y — 20) + 220 (2 — 29) = 0 : (II). Un point de la droite

. =2
droite (D) : { pe g1
Vy € R, —yo (2 — x0) — 0 (y — o) +220 (—y — 1 — 20) = 0 s0it (—x¢ — 220) Y — 240+ Toyo + x5 — 220 — 222 = 0. Ceci

est de la forme P = (2,y,—y — 1), y € R. Le plan (II) contient (D) si et seulement si

—To — 22’0 =0 Ty = —220
est réalisé si et seulement si { —2yo+ ToYo + T2 — 220 — 228 =0 & ¢ 22 = —2zy0 soit 2o (20 +2yp) =0 &
22 =zoyo : M € (S) —2yg + Toyo + T2 — 2290 — 222 =0
To = —220 g = —220
20=10 20 = —2Yo or —2yo +4y2 + 1692 +4yo — 8yt =0 & 2y + 1292 = 0 &
Yo =0 —2yo + 4yg + 16y5 + 4yo — 8y =0
Yo =0 ou yp = —é. Le point (0,0, 0) n’étant pas régulier, 'unique solution est le point M = (—; — é, %)
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